0 


-z- 


G°i 


fit 


B'SlGêbrI 


3  aJ' 


vS 


rr 


N°  262 


3 


Lv/^ 


^ 
^ 


Tout  exemplairej^ui  ne  sera  pas  revêtu  des  deux  signatures 
ci -Sâssouipjsera  réputé  contrefait. 


,<b 


^ 


Le  Cours  dér Mathématiques  élémentaires  comprend  les  ouvrages 


suivants 


Cours  de  Géométrie  élémentaire. 

.»      d'Algèbre  élémentaire. 
ÊJïments  d'Arithmétique. 
d'Algèbre, 
de  Géométrie, 
de  Géométrie  descriptive, 
de  Trigonométrie. 
-^»        de  Mécanique. 
»        de  Cosmographie. 


Tables  de  Logarithmes. 
Exercices  d'Arithmétique. 

d'Algèbre. 

de  Géométrie. 

de  Géométrie  descriptivk. 
Compléments  de  Trigonométrie. 
Problèmes  de  Mécanique. 


Arpentage,  Levé  des  plans  et  Nivellement. 

Cours  de  Sciences  physiques  et  naturelles.  Ouvrages  pour  l'enseigne- 
ment primaire,  l'enseignement  primaire  supérieur  et  l'enseignement 
secondaire  (programme  de  1902). 


COURS    DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 


ÉLÉMENTS 


D'ALGÈBRE 


AVEC  DE  NOMBREUX  EXERCICES 


Par  F.  I.  G. 


TOURS 
MAISON  A.   MANIE   &    FILS 


PARIS 
VVE     CH.    POUSSIELGUE 


UMEURS  -  ÉDITEURS  LIBRAIRE ,  RUE  CASSETTE ,  15 

ET    CHEZ    LES    PRINCIPAUX    LIBRAIRES 

1908 
Tous  droits  réservés. 


PRÉFACE 


Ces  Éléments  renferment  les  connaissances  algébri- 
ques exigées  pour  le  baccalauréat  es  sciences  et  pour  le 
diplôme  d'études  de  l'enseignement  secondaire  spécial. 

La  matière  a  été  distribuée  en  cinq  livres.  Les  quatre 
premiers  comprennent  les  questions  communes  au  bac- 
calauréat et  au  diplôme  :  calcul  algébrique,  équations 
du  premier  et  du  second  degré,  maximum  et  minimum, 
progressions  ,  logarithmes  ,  intérêts  composés  ,  annui- 
tés, etc.  Le  cinquième  traite  des  parties  qui  sont  spé- 
ciales au  diplôme  d'études  :  caisse  d'épargne,  crédit  fon- 
cier, probabilités,  rentes  viagères,  etc. 

On  a  mis  en  appendice  certaines  questions  qui  ne  sont 
point  comprises  dans  les  programmes  officiels,  mais  qui 
offrent  cependant  un  grand  intérêt  :  des  notions  sur  les 
représentations  graphiques  des  fonctions  algébriques,  le 
binôme  de  Newton,  les  logarithmes  considérés  comme 
exposants,  et  la  sommation  des  piles  de  boulets.  Cette 
dernière  question  est  traitée  indépendamment  do  la 
théorie  du  binôme. 


I1  PRÉFACE 

Plus  de  douze  cents  exercices,  énoncés  à  la  suite  des 
différents  livres,  offriront  aux  maîtres  une  ressource  pré- 
cieuse et  permettront  de  faire  une  application  immédiate 
des  théories  exposées  dans  le  cours  de  l'ouvrage.  Enfin 
des  problèmes  de  récapitulation ,  choisis  avec  soin  parmi 
les  questions  proposées  dans  divers  examens ,  seront  très 
utiles  aux  élèves  qui  voudront  se  préparer  soit  au  bacca- 
lauréat, soit  au  diplôme  d'études,  et  emprunteront  à  leur 
origine  un  intérêt  tout  spécial  qui  ne  manquera  pas 
d'être  apprécié. 
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PRÉLIMINAIRES 


1.  But  de  l'Algèbre.  V Algèbre  est  une  science  qui  a  pour  but 
de  généraliser  toutes  les  questions  qu'on  peut  proposer  sur  les 
quantités. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  on  représente  par  des  lettres  les 
nombres  qui  mesurent  les  quantités,  et  on  emploie  des  signes 
qui  indiquent  les  opérations  à  effectuer  ou  les  relations  entre  les 
grandeurs. 

Les  premières  lettres  de  l'alphabet  désignent  les  quantités  con- 
nues ou  données,  et  les  dernières,  les  quantités  inconnues. 

On  peut  donc  dire,  d'une  manière  générale,  que  l'Algèbre  est 
la  science  des  grandeurs  représentées  par  des  lettres. 

2.  Signes  algébriques.  Les  signes  algébriques  employés  poui 
désigner  des  opérations  sont  -\-,  — ,  x,  : ,  et  ^    . 

Le  signe  +  (prononcez  plus)  indique  une  addition  :  a-\-b 
signifie  qu'il  faut  ajouter  b  à  a. 

Le  signe  —  [moins)  indique  une  soustraction  :  a —  b  signifie 
qu'il  faut  retrancher  b  de  a. 

Le  signe  X  (multiplié  par)  indique  une  multiplication  . 
axb  signifie  qu'il  faut  multiplier  a  par  6.  Le  signe  x  se  rem- 
place souvent  par  ( .  ) ,  et  même  il  se  supprime  lorsque  les  fac- 
teurs sont  représentés  par  des  lettres:  a.b.c  ou  abc  signifie 
qu'il  faut  multiplier  o  par  b  et  le  résultat  par  c. 

Le  signe  :  [divise  par)  indique  une  division  :  a  :  b  signifie 
qu'il  faut  diviser  a  par  b.  On  indique  souvent  la  division  par  une 

1* 
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fraction  ayant  pour  numérateur  le  dividende,  et  pour  dénomina- 
teur le  diviseur  :  ainsi  -t-  signifie  la  même  chose  que  a  :  6. 

Le  signe  \J  appelé  radical  indique  une  racine  à  extraire. 
L'indice  de  la  racine  à  extraire  se  met  entre  les  deux  branches 

J  8 * 

du  radical.  Ainsi  les  expressions  \fâ,  \J"2b,  sjc,  indiquent  qu'il 
faut  extraire  la  racine  carrée  de  a,  la  racine  cubique  de  26,  la 
racine  quatrième  de  c.  Quand  l'indice  est  2,  on  le  sous-entend  : 

i 
s/a  est  la  même  chose  que  <Jâ. 

3.  Leô  signes  employés  pour  indiquer  certaines  relations  entre 
des  quantités  sont  :  = ,  >  et  <• 

Le  signe  =  (égale)  marque  l'égalité  entre  deux  quantités  : 
3a=6-f-c,  signifie  que  3a  égalent  6  augmenté  de  c.  Les  deux 
grandeurs  unies  par  le  signe  =  sont  les  membres  de  l'égalité  ; 
la  quantité  qui  est  à  gauche  du  signe  forme  le  premier  mem- 
bre ,  et  celle  qui  est  à  droite  forme  le  second. 

Le  signe  >  (plus  grand  que)  indique  que  la  quantité  placée  à 
gauche  du  signe  est  plus  grande  que  la  quantité  placée  à  droite  : 
a  >  b  signifie  que  a  est  plus  grand  que  6. 

Le  signe  <  (plus  petit  que)  indique  que  la  quantité  placée  à 
gauche  du  signe  est  plus  petite  que  la  quantité  placée  à  droite  : 
b  <  a  signifie  que  b  est  plus  petit  que  a. 

4.  Coefficient.  On  appelle  coefficient  un  nombre  ou  une  lettre 
que  l'on  place  devant  une  quantité  ;  le  coefficient  indique  combien 
de  fois  il  faut  répéter  cette  quantité  :  ia  et  mx  signifient  qu'il  faut 

prendre  4  fois  la  valeur  de  a  et  m  fois  celle  de  a?;  de  même  -^-6 

5 

indique  qu'il  faut  prendre  3  fois  la  cinquième  partie  de  b. 

Le  coefficient  1  se  sous-entend  toujours  :  ainsi  a  est  la  même 

chose  que  la. 

v'  B.  Exposant.  On  appelle  exposant  un  nombre  ou  une  lettre  que 
l'on  place  à  droite  et  un  peu  au-dessus  d'une  quantité  ;  l'exposant 
indique  combien  de  fois  cette  quantité  est  prise  comme  facteur  : 
63  (b  trois  ou  b  à  la  troisième  puissance)  signifie  que  6  est  pris 
3  fois  comme  facteur;  c'est  une  manière  abrégée  d'écrire  le  pro- 
duit bx  6x6;  am  signifie  que  a  est  pris  m  fois  comme  facteur; 
et  (a  —  6)'  indique  la  deuxième  puissance  de  la  différence  qui 
existe  entre  a  et  6. 

L'exposant  1  se  sous-entend  toujours  :  ainsi  a  est  la  même 
chose  que  a*. 
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6.  Par  expression  algébrique  on  entend  l'indication  d'un  cer- 
tain nombre  d'opérations   à  effectuer  :  6a26,    a +  6,    y]5ab , 

(a-\-l)n         .  ,  .  ■■■  ■; 

- — 5— - —  sont  des  expressions  algébriques. 

Une  expression  est  entière  si  elle  ne  contient  pas  de  dénomi- 
nateur algébrique;  dans  le  cas  contraire,  elle  est  fractionnaire. 

Une  expression  algébrique  est  rationnelle  si  elle  ne  renferme 
pas  de  radical;  elle  est  irrationnelle  si  elle  a  un  radical. 

Une  expression  algébrique  et  rationnelle  est  entière  si  elle  n'a 
ni  radical,  ni  dénominateur  algébrique. 

6a36  est  une  expression  entière  et  rationnelle. 

— - —  est  une  expression  fractionnaire  et  rationnelle. 

,—       6a    t— 
Enfin  3asV&  et  -ç-  \jc  sont  des  expressions  irrationnelles.     . 

On  appelle  formule  l'expression  algébrique  des  opérations  & 
effectuer  sur  certaines  quantités  pour  obtenir  une  autre  quan- 
tité. 

7.  Terme.  Un  terme  est  toute  expression  algébrique  dont  les 
parties  ne  sont  pas  séparées  par  les  signes  +  ou  — .  Ainsi 
3a*,  5a46,  \Jac  sont  des  termes. 

Les  termes  précédés  du  signe  -f-  sont  dits  positifs  ou  addi- 
tifs; ceux  qui  sont  précédés  du  signe  —  sont  dits  négatifs  ou 
soustractifs. 

On  sous -entend  le  signe  +  devant  un  terme  positif  qui  est 
seul  ou  qui  est  le  premier  d'une  suite  d'autres  termes. 

8.  Par  degré  d'un  terme  entier  on  entend  la  somme  des  expo- 
sants des  facteurs  algébriques  de  ce  terme;  si  le  terme  est  frac- 
tionnaire, le  degré  est  la  différence  qui  existe  entre  le  degré  du 
numérateur  et  celui  du  dénominateur  ;  enfin,  si  le  terme  renferme 
un  radical,  le  degré  de  la  partie  irrationnelle  est  le  quotient  du 
degré  de  la  quantité  placée  sous  le  radical,  par  l'indice  du  radi- 

5a2£3  s , 

cal  :  ainsi  les  termes    dd*b,  — s —  et  ajc*b*    sont  du  troisième 

c 

degré. 

9.  Monôme,  binôme,  polynôme.  Un  monôme  est  une  expres- 
sion algébrique  qui  n'a  qu'un  terme.  Exemple  lOaô'c3. 

Un  binôme  est  une  expression  qui  a  deux  termes.  Exemple 
3a6  —  4c2. 

Un  trinôme  est  une  expression  qui  a  trois  termes.  Exemple 
X*  -f-  px  -J-  q. 
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En  général  un  polynôme  est  une  expression  algébrique  qui  a 
plusieurs  termes. 

Un  polynôme  est  homogène  lorsque  tous  ses  termes  sont  du 
même  degré.  Exemple  6a63  —  4a262  -f-  5a36  —  6*. 

10.  Ordonner  un  polynôme,  c'est  écrire  tous  ses  termes  dans 
un  ordre  tel  que  les  exposants  d'une  lettre  choisie  appelée  lettre 
ordonnatrice,  aillent  en  augmentant  ou  en  diminuant. 

Ainsi  le  polynôme  4a5  —  3a46  —  2a362  -\-  8a263  -f*  a&4  —  65  est 
ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  a,  et  aussi 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  6. 

11.  Termes  semblables.  On  appelle  termes  semblables  les 
termes  qui  ont  les  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  expo- 
sants, quels  que  soient  leurs  coefficients  et  leurs  signes. 

On  nomme  réduction  l'opération  qui  consiste  à  remplacer  plu- 
sieurs termes  semblables  par  un  seul. 

Pour  réduire  plusieurs  termes  semblables  en  un  seul,  on  ajoute 
d'une  part  les  coefficients  de  tous  les  termes  positifs,  d'autre 
part  ceux  de  tous  les  termes  négatifs;  la  différence  des  deux 
sommes,  affectée  du  signe  de  la  plus  grande,  est  le  coefficient 
du  terme  unique  qui  doit  remplacer  tous  les  autres. 

Ainsi  le  polynôme  6a3  —  2a3  -f-  a3,  se  réduit  à  5a3. 

De  même  oa'b  —  3a6*  -f-  8a*6  -\-  ab*  —  7a26,  se  réduit  à 

6a'6  —  2a&» 

12.  Valeur  numérique  d'une  expression  algébrique.    La  valeur 

numérique  d'une  expression  algébrique  est  le  résultat  qu'on  ob- 
tient quand  on  remplace  chaque  lettre  par  le  nombre  qu'elle  re- 
présente, et  qu'on  effectue  les  opérations  indiquées. 

Ainsi  pour  a  =  2,  6  =  1  et  c  =  4,  le  monôme  4a362c  deviendra 
4.23.1».4 
et  sa  valeur  numérique  sera  128. 

De  même  le  polynôme  5a2  -\- yfc  —  3a6  a  pour  valeur  5,  si 
a  =  2,  6  =  3  et  c  =  9. 
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§  I.  —  Addition. 

13.  Règle.  Pour  additionner  plusieurs  quantités  algébriques, 
il  suffît  de  les  écrire  les  unes  à  la  suite  des  autres  en  conser- 
vant les  signes  de  leurs  termes;  on  fait  ensuite,  s'il  y  a  lieu,  la 
réduction  des  termes  semblables. 

1°  Addition  d'un  monôme  avec  un  monôme  ou  avec  un 
polynôme. 
Soit  à  ajouter  le  monôme  3ab  au  monôme  6a63;  on  écrit: 

6a63  -f-  Sab 
Pour  ajouter  4a36  à  7a!6  -f-  c,  on  écrirait  : 
7as6  +  c-f-4a36 

2°  Addition  d'un  'polynôme  avec  un  monôme  ou  avec  un 
autre  polynôme. 
Soit  à  ajouter  le  polynôme  5a2 —  3a6  à  lab  —  2a2;  on  écrira  : 
lab  —  2a2  +  5a2  —  3o6 

En  ajoutant  5a*  au  binôme  lab  —  2a2,  on  a  ajouté  Sab  de  plus 
qu'il  ne  fallait;  il  faut  donc  retrancher  3a6  du  résultat.  C'est  ce 
qui  explique  le  signe  —  placé  devant  le  terme  3a6. 

La  réduction  opérée,  on  trouve  pour  somme  algébrique  : 

Aab  +  3a2 

On  se  borne  souvent  à  indiquer  l'addition  de  plusieurs  poly- 
nômes sans  l'effectuer  immédiatement;  pour  cela  on  renferme 
chaque  polynôme  dans  une  parenthèse  et  l'on  écrit  ces  paren- 
thèses les  unes  à  la  suite  des  autres  en  les  joignant  par  le 
signe  +. 

Pour  indiquer  l'addition  de  a  -\-  b  avec  c-\-d  —  b  et 
—  a  -f-  d  —  c,  on  écrira  : 

(a-fé>)-Hc  +  d-6)4~(-a  +  d-c) 
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y 

§  II.  —  Soustraction. 


14.  Règle.  Pour  faire  la  soustraction  algébrique  on  écrit  les 
deux  quantités  l'une  à  la  suite  de  l'autre,  en  changeant  les 
signes  de  la  quantité  à  soustraire. 

On  fait  ensuite,  s'il  y  a  lieu,  la  réduction  des  termes  sem- 
blables. 
Soit  8a  —  56  à  retrancher  de  3a2;  on  écrira  : 

3aJ—  8a +  56 
En  effet,  si  de  3a*  on  avait  à  retrancher  8a,  on  aurait  écrit  : 
3a»  —  8a 

or,  ce  n'était  pas  8a  qu'il  fallait  retrancher  de  3a1,  mais  8a 
diminués  de  56;  en  retranchant  8a  on  a  donc  retranché  56  de 
plus  qu'on  ne  devait,  et  le  résultat  est  trop  petit  de  56.  Pour  le 
rendre  ce  qu'il  doit  être,  il  faut  y  ajouter  56;  c'est  ce  que  l'on 
fait  en  écrivant  : 

3aa  —  8a +  56 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  si  l'on  ajoute  à  cette  différence^ 
la  quantité  retranchée,  on  retrouve  3a»,  après  la  réduction  des  J 
termes  semblables.  / 

De  même  si  de  a  on  veut  retrancher  6  —  c,  on  écrira  :        / 

a  —  6  +  c 

Or,  si  nous  supposons  que  6  =  0,  le  terme  à  retrancher  sera 
—  c,  et  le  résultat  de  la  soustraction, 

a-\-c 

Donc ,  si  de  a  on  retranche  —  c,  on  trouve  pour  différence  : 

a-\-c 

On  voit,  du  reste,  que  cette  différence  ajoutée  à  —  c  donne  a, 
ce  qui  justifie  l'exactitude  du  procédé. 

13.  On  se  borne  souvent  à  indiquer  une  soustraction  sans  l'ef- 
fectuer immédiatement.  Pour  cela,  on  renferme  dans  une  paren- 
thèse la  quantité  à  soustraire,  et  on  l'écrit  à  la  suite  de  celle 
dont  on  veut  la  retrancher,  en  plaçant  le  signe  —  devant  la  pa- 
renthèse. Pour  faire  disparaître  la  paienthèse  il  faut  effectuer  la 
soustraction  indiquée. 
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Exemple.  Si  de 

on  veut  retrancher 

56*  — 2a5  +  cs 
on  indique  la  soustration  en  écrivant  : 

Et  pour  l'effectuer,  on  supprime  la  parenthèse  et  l'on  change  les 
signes  des  termes  qu'elle  renferme,  en  se  rappelant  que  le  terme 
56a  a  le  signe  +  sous -entendu. 

On  a  alors  4os  +  62  —  562  -f  2as  —  c1 

et  en  réduisant  :  6a*  —  46*  —  c'. 

16.  Remarque.  On  peut  toujours  grouper  dans  une  parenthèse 
plusieurs  termes  d'un  polynôme;  si  la  parenthèse  doit  être  pré- 
cédée du  signe  -f- ,  les  termes  qu'elle  renferme  conservent  leurs 
signes;  si  elle  doit  être  précédée  du  signe  — ,  les  termes  pren- 
nent des  signes  contraires. 

Ainsi  le  polynôme 

a-|-&  —  c  +  d  +  e  —  f-\-Q 

peut  s'écrire  : 

{a  +  b)  +  (-c  +  d  +  e)-{+f-g) 

car  en  chassant  les  parenthèses  on  retrouve  le  polynôme  proposé. 
Ces  groupements  sont  d'un  fréquent  usage. 

17.  Les  règles  que  nous  avons  données  pour  l'addition  et  pour 
la  soustraction  ont  été  établies  en  supposant  qu'après  qu'on  a 
remplacé  les  lettres  par  leur  valeur,  les  opérations  indiquées 
peuvent  s'effectuer  dans  l'ordre  même  où  elles  se  présentent.  Il 
peut  arriver  cependant  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  que  dans  une 
expression  telle  que 

a-\-b  —  c-f-d 

la  valeur  de  c  soit  plus  grande  que  la  somme  des  valeurs  de 
a-\-b,  auquel  cas  l'opération  indiquée  par  les  signes  est  im- 
possible. Mais  comme  l'Algèbre  a  pour  but  de  généraliser,  on 
n'admet  pas  qu'il  y  ait  des  opérations  qu'on  puisse  exécuter 
dans  certains  cas  et  qu'on  ne  puisse  faire  dans  d'autres;  et  l'on 
est  convenu  d'appliquer  les  règles  du  calcul  à  toutes  les  quan- 
tités ,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres. 
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18.  D'après  cela,  les  opérations  algébriques  se  feront  sur  les 
nombres  négatifs  isolés  ou  faisant  partie  d'un  polynôme  comme 
sur  les  nombres  positifs. 

Ainsi,  pour  additionner  plusieurs  quantités  algébriques,  il 
faudra,  dans  tous  les  cas,  écrire  ces  quantités  les  unes  à  la 
suite  des  autres  en  conservant  les  signes  de  leurs  termes. 

Pour  soustraire  l'une  de  l'autre  deux  quantités  algébriques, 
il  faudra ,  dans  tous  les  cas ,  écrire  la  quantité  à  soustraire  à 
la  suite  de  l'autre  en  changeant  en  signes  contraires  les  signes 
de  tous  ses  termes. 

De  même  pour  multiplier  ou  pour  diviser  l'une  par  l'autre 
deux  quantités  algébriques,  il  faudra  opérer  toujours  de  la  même 
manière  et  d'après  les  règles  que  nous  établirons  bientôt. 

49.  La  somme  algébrique  de  plusieurs  quantités  est  l'ensemble 
des  termes  qui  composent  ces  quantités,  chaque  terme  étant  pris 
avec  son  signe. 

20.  La  valeur  numérique  d'un  polynôme  est  la  différence  qui 
existe  entre  la  somme  de  ses  termes  positifs  et  celle  de  ses 
termes  négatifs.  Cette  différence  peut  être  positive,  ou  négative, 
ou  même  nulle. 

Par  convention  on  regarde  les  nombres  négatifs  comme  étant 
moindres  que  zéro  ;  ces  nombres  sont  d'autant  plus  petits 
que  leur  valeur  absolue  est  plus  grande. 

On  a  donc 

0>  —  1,    —  4>  —  7;    — 10>  — 13. 


§  III.  —  Multiplication. 


Dans  la  multiplication  algébrique  nous  considérerons  plusieurs 
cas. 

21.  1er  CàS.  Multiplication  d'un  monôme  positif  par  un  monôme 
positif. 

Soit  d'abord  a*  à  multiplier  par  a3. 
a1  est  l'abréviation  de  aa,  et  a3  celle  de  aaa. 

Par  suite  le  produit  de  a2  par  a3  sera  aaxaaa,  ou  aaaaa , 
ou  enfin  a5. 


1M  PARTIE.  —   CALCUL  ALGÉBRIQUE  9 

Ainsi,  a?  X  a?  =  a?**  z=z  <$ 

En  général, 

amX  aa  =  am+n 
Soit  maintenant  à  multiplier  5a462c  par  3a26. 
Nous  aurons, 

5a*62cx3a2&  =  5.a4.62.c.3.a8.6 
et,  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs, 

5.3.a4.a2.62.6.c 
effectuant  les  produits  indiqués ,  on  trouve  : 
45a663c 

22.  Règle.  Donc  pour  faire  le  produit  d'un  monôme  positif 
par  un  monôme  positif,  on  multiplie  les  coefficients  et  l'on  écrit 
les  différentes  lettres  avec  la  somme  de  leurs  exposants.  Si 
une  lettre  ne  se  trouve  que  dans  l'un  des  facteurs,  on  l'écrit 
avec  son  exposant. 

23.  2e  CAS.  Multiplication  d'un  polynôme  par  un  monôme 
positif. 

Soit  à  multiplier  a-\-b  —  c  par  m. 

Multiplier  a-\-b —  c  par  m  revient  à  faire  la  somme  de  m 
polynômes  égaux  à  a  -j-  b  —  c. 

Si  nous  faisons  cette  somme ,  chaque  terme  du  polynôme  sera 
répété  m  fois  et  l'on  aura  pour  produit 
am  -f-  bm  —  cm 

24.  Règle.  Donc  pour  faire  le  produit  d'un  polynôme  par 
un  monôme  positif,  il  faut  multiplier  chaque  terme  du  pO' 
lynôme  par  le  monôme  et  ajouter  les  résultats. 

On  voit  qu'une  quantité  négative  —  c  multipliée  par  une  quan- 
tité positive  m ,  donne  un  produit  négatif  —  cm. 

25.  Remarque.  Si  Ton  avait  à  multiplier  un  monôme  positif  par 
un  polynôme,  on  intervertirait  l'ordre  des  facteurs  et  l'on  revien- 
drait au  cas  précédent. 

26.  3e  Cas.  Multiplication  d'un  polynôme  par  un  polynôme. 

Soit  a  —  b  à  multiplier  par  c  —  d. 
Multiplions  d'abord  le  polynôme  a  —  6  par  le  monôme  c.  On  a , 
d'après  la  règle  précédente  : 

ac —  be 
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or,  ce  n'était  pas  par  c  qu'on  devait  multiplier  a —  6,  mais  par 
c  diminué  de  d;  en  répétant  c  fois  le  polynôme  a —  6,  on  l'a 
donc  répété  d  fois  de  plus  qu'il  ne  fallait  ;  pour  avoir  la  valeur 
exacte  du  résultat  il  faut  répéter  le  multiplicande  d  fois  et  re- 
trancher ce  produit  de  ac —  bc. 

a  —  b  répété  d  fois  donne  ad  —  bd;  retranchant  ce  produit 
de  ac  —  bc,  on  trouve  • 

ac  —  bc  —  ad  +  bd 

Voici  le  tableau  de  l'opération  : 

a —  b 
c  —  d 


ac  —  bc  —  ad  -\-  bd 

Ce  résultat  conduit  aux  remarques  suivantes  : 

1°  Le  produit  +  ac  provient  de  la  multiplication  de  -f-  a  par  +  c; 
2°  Le  produit  —  6c       »  »  de  —  b  par  -j-  c; 

3°  Le  produit  —  ad       »  »  de  -f-  a  par  —  d; 

4°  Le  produit  -f-  bd       »  »  de  —  b  par  —  d. 

D'où  résulte  la  règle  suivante,  appelée  règle  des  signes. 

-|-  multiplié  par  -f-  donne  -f-  au  produit. 

—  »            -|-        »  —  ■» 
-}-          »            —        »  —             » 

—  »  —        »  -)-  » 

27.  On  énonce  plus  simplement  cette  règle  en  disant  :  Le  pro- 
duit de  deux  termes  de  même  signe  est  positif,  et  le  produit 
de  deux  termes  de  signes  contraires  est  négatif. 

28.  Règle.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  pour  faire  la 
multiplication  d'un  polynôme  par  un  polynôme,  on  multi- 
plie tous  les  termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes 
du  multiplicateur,  en  observant  la  règle  des  signes;  puis  on 
réduit  les  termes  semblables. 

On  facilite  la  réduction  en  ordonnant  les  deux  polynômes  par 
rapport  à  la  même  lettre  et  en  écrivant  les  termes  semblables 
tes  uns  au-dessous  des  autres. 

29.  Appliquons  ces  règles  à  l'exemple  suivant: 

Soit  à  multiplier    3a3  —  4a26  -f  2afc»  —  b3 
par  îa*-\-ab  —  36* 
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On  dispose  les  calculs  comme  il  suit  : 
Multiplicande  3a3  —  4a26  -f  2o6*  —  68 

Multiplicateur  20*  +  ab    —    36* 


l«r  produit  partiel     6a5  —  8a46  +  iaW  —  2a263 

2e  produit  partiel  +  3a46  —  4a362  +  2a263  —  ab* 

3e  produit  partiel  —  9a362  +  12a263  —  <6a&4  +  365 

Produit  réduit  6a5  —  5o46  —  9a362  +  12a863  —  7ab*  +  365 

Après  avoir  ordonné  les  deux  polynômes  et  placé  le  multipli- 
cateur au-dessous  du  multiplicande,  on  fait  le  produit  de  tous 
les  termes  du  multiplicande  par  le  1er  terme  du  multiplicateur, 
et  l'on  dit  : 

+  3a3  multiplié  par  -f-2a2  donne  -f-6a5 

—  ka?b               »  +2a2  »  —  8a*b 
+  2a62               »  +  2a2  »  +4a362 

—  b3                  »  +2a2  y>  —  2a263 

Ayant  obtenu  le  premier  produit  partiel ,  on  multiplie  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  le  deuxième  terme  du  multiplica- 
teur, et  l'on  dit  : 

-f-  3o3    multiplié  par    -f-  ab    donne    +  3a46... 

et  ainsi  de  suite;  on  obtient  le  second  produit  partiel, 

3a4ô  —  4a362  -f  2a263  —  ab* 

On  peut  l'écrire  à  la  suite  du  premier,  mais  il  est  préférable 
de  placer  les  termes  semblables  les  uns  au-dessous  des  autres. 

On  opère  de  même  pour  le  troisième  produit  partiel  et  l'on  ob- 
tient :  —  9a362  + 1 2a263  —  6ab*  +  365 

Le  produit  total  est  la  somme  des  produits  partiels  ;  après  la 
réduction  des  termes  semblables,  on  obtient 

6a5  —  5a*6  —  9a362  -f  12a263  —  7ab*  +  368 

30.  Remarque  I.  Le  multiplicande  étant  un  polynôme  homo- 
gène (n°  9)  du  3e  degré,  et  le  multiplicateur  un  polynôme  homo- 
gène du  2e,  le  produit  est  un  polynôme  homogène  du  5e  degré. 
C'est  une  conséquence  de  la  règle  des  lettres  et  de  celle  des 
exposants. 

31.  Remarque  II.  Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  étant 
«donnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  a,  le  pra- 
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mier  terme  6a5  du  produit,  obtenu  en  multipliant  le  premier 
terme  3a3  du  multiplicande  par  le  premier  terme  2a*  du  mul- 
tiplicateur, n'est  semblable  à  aucun  autre;  car  il  est  le  produit 
des  deux  termes  daus  lesquels  la  lettre  a  est  affectée  du  plus 
fort  exposant,  et  touie  autre  combinaison  de  deux  termes  don- 
nera un  résultat  dans  lequel  la  lettre  a  aura  un  exposant  moindre. 
Par  une  raison  analogue,  le  dernier  terme  3Ô5  du  produit,  obtenu 
en  multipliant  le  dernier  terme  —  63  du  multiplicande  parle 
dernier  terme  —  362  du  multiplicateur,  n'est  semblable  à  aucun 
autre,  car  il  est  le  résuliat  de  la  multiplication  de  deux  termes 
dans  lesquels  la  lettre  a  n  entre  pas,  ou  se  trouve  affectée  du  plus 
petit  exposant. 

Donc  le  premier  et  le  dernier  terme  du  produit  ne  se  ré- 
duisent avec  aucun  autre  terme. 

Comme  conséquence  de  cette  remarque,  on  conclut  que  le  pro- 
duit de  deux  polynômes  est  au  moins  un  binôme. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  réduction  possible,  le  nombre  des  termes 
dv  produit  est  égal  au  produit  du  nombre  des  termes  des  deux 
facteurs. 

S'il  y  avait  5  termes  au  multiplicande  et  3  au  multiplicateur, 
le  produit  sans  réduction  aurait  15  termes. 

32.  On  se  borne  souvent  à  indiquer  une  multiplication  algé- 
brique sans  l'effectuer  immédiatement;  pour  cela  on  renferme 
chacun  des  facteurs  dans  une  parentbèse,  et  on  les  écrit  l'un  à 
la  suile  de  l'autre,  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi,  pour  indiquer  la  multiplication  de  a-\-b  par  a  —  b,  on 
écrira  : 

(a+6)(a-6) 

33.  Si  l'on  multiplie  — a  par  — a,  on  aura  -f-a*,  deuxième 
puissance  de  — a;  si  l'on  multiplie  -f-  a*  par  — a,  on  aura 

—  a3,  troisième  puissance  de  —a;  si  l'on  multiplie  — a3  par 

—  a,  on  aura  -f-  a*,  quatrième  puissance  de  — a;  et  ainsi  de 
suite.  D'où  l'on  voit  que  les  puissances  paires  d'une  quantité 
négative  sont  positives,  et  les  puissances  impaires,  négatives. 

34.  Les  puissances  successives  de  1  étant  toujours  1,  il 
en  résulte  qu'on  peut  toujours  donner  à  -f- \  un  exposant 
quelconque  :  ainsi  1,  l5,  i3,  l4...,  sont  des  expressions  qui  ont 
la  même  valeur.  On  peut  de  même  donner  à  —  l  un  exposant 
impair  quelconque,  de  sorte  que  (  —  1  )5  a  ia  même  valeur  que 

—  I)3,  ou  que  —  1. 
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3S.  Formules  remarquables.  Il  est  quelques  multiplications  re- 
marquables dont  il  importe  de  retenir  le  produit;  telles  sont  les 
suivantes  : 

a  +  6  a  —  b  a-\-b 

a-j-6  ,    a  —  b  a  —  b 


a?-\-ab       •  a2  —  ab  a2  -|-  06 

_|_a6  +  6s  _a6  +  62  —  ab  —  b1 


a2  +  2a6  +  62  a2  — 2a&  +  62  a2 

a2  +  2aô  +  62  a2  — 2a6  +  62 

a-j-  ^  a  —  b 


a3  +  2a26  +  062  o3  —  2a26  -1-  aè2 

+  a26   -f2a62  +  63  —  a26   -j-2a&2  —  bs 


a3  ^_  3aï6  _j_  3afe2  _|_  63  fl3  _  3o«6  _|_  3a^2  _  ft3 

Ces  résultats  s'indiquent  ordinairement  comme  il  suit  : 

(a  +  6)2  =  a2  +  2a6  +  62,  (1) 

(o— 6)2  =  a2  — 2a6  +6»,  (2) 

(a  +  6)  (a  — 6)  =  a2  — è2,  (3) 

(a  +  6)3=a3  +  3a2è  +  3a&*+6s,  (4) 

(a  —  6)3  =  a3  —  3o26  +  3a62  —  63,  (5) 

Voici  leur  énoncé  en  langage  ordinaire  : 

36.  Le  carré  de  la  somme  de  deux  nombres  égale  le  carré  du 
premier,  plus  deux  fois  le  produit  du  premier  par  le  second, 
plus  le  carré  du  second. 

37.  Le  carré  de  la  différence  de  deux  nombres  égale  le  carré 
du  premier,  moins  deux  fois  le  produit  du  premier  par  le 
second,  plus  le  carré  du  second. 

38.  Le  produit  de  la  somme  de  deux  nombres  par  la  diffé- 
rence de  ces  mêmes  nombres  égale  le  carré  du  premier  moins 
le  carré  du  second. 

39.  Le  cube  de  la  somme  de  deux  nombres  égale  le  cube  du 
premier,  plus  trois  fois  le  produit  du  carré  du  premier  par 
le  second,  plus  trois  fois  le  produit  du  premier  par  le  carré 
du  second,  plus  le  cube  du  second. 
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40.  Le  cube  de  la  différence  de  deux  nombres  égale  le  cube 
du  premier,  moins  trois  fois  le  produit  du  carré  du  premier 
par  le  second,  plus  trois  fois  le  produit  du  premier  par  le 
carré  du  second,  moins  le  cube  du  second. 

41.  Remarque.  En  vertu  des  formules  (1),  (2)  et  (3)  ci-dessus, 
on  peut  remplacer. 

1°  a*  +  2a&-f6s      par      [a  +  b){a  +  b] 

2°  x* —  1xy-\-y*      par      (x — y)  (x  —  y) 

3°  m5  —  «'     par     [m-{-n)[m  —  n) 

Il  est  utile  aussi  de  remarquer  qu'on  peut  remplacer 
[a  —  6)'    par    (6  —  a)* 
car  dans  les  deux  cas  les  produits  sont  : 
a'  —  2a6  +  6s 

Ces  transformations  sont  fréquemment  employées  dans  le  cal- 
cul algébrique. 

42.  Si  l'on  fait  le  carré  d'un  polynôme  quelconque 

2a-f  6  —  c  +  rf 
on  trouve 

(2a  +  6  —  c  +  d)s=4o»+6*+c»-f-rf«  +  4aô  —  iac  +  kad  —  <ibc 
+  2bd  —  îcd 
D'où  il  suit  que  le  carré  d'un  polynôme  se  compose  : 

1°  De  la  somme  des  carrés  de  chacun  de  ses  termes;  2°  de 
la  somme  de  deux  fois  le  produit  de  ses  termes  pris  deux  à 
deux. 


§  IV.  —  Division, 


43.  Le  dividende  d'une  division  étant  un  produit  dont  le  divi- 
seur et  le  quotient  sont  les  facteurs,  les  règles  de  la  division  se 
déduisent  des  règles  correspondantes  de  la  multiplication. 

Or,  si  le  produit  est  positif,  les  facteurs  sont  de  même  signe 
(n°  27)  ;  si  le  produit  est  négatif,  les  facteurs  sont  de  signes  con- 
traires. 
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Donc    +    divisé  par    -f-    donne    +    au  quotient. 

-|-  »  —        »        —  » 

—  »  -\-        »        —  » 

44.  Dans  la  division  algébrique  nous  considérerons  plusieurs 
cas. 

l«r  CaS.  Division  d'un  monôme  par  un  monôme. 

Soit  d'abord  à  diviser  a5  par  a2. 

L'exposant  du  dividende  étant  la  somme  des  exposants  du  divi- 
seur et  du  quotient,  Y  exposant  du  quotient  sera  la  différence 
des  exposants  du  dividende  et  du  diviseur. 

Ainsi  o5  :  a*  donne  a5-4  ou  a3. 

En  général 

am  :  a"  =  am~' 

Soit  maintenant  à  diviser  12a662c  par  4a36*. 

Nous  savons  que  12a6è2c  est  le  produit  de  4a36!  par  un  fac- 
teur tel  qu'en  le  multipliant  par  4a36*  on  trouve  12a662c. 

Or  le  facteur  qui,  multiplié  par  4,  donne  12,  est  3; 
le  facteur  qui,  multiplié  par    a3,    donne    a9,    est  a3; 
le  facteur  qui ,  multiplié  par    b*,    donne    6*,    est  1  ; 
enfin  le  facteur  c  se  trouvant  au  dividende  sans  être  au  diviseur, 
doit  nécessairement  se  trouver  au  quotient  (n°  22). 

Le  quotient  est  donc  3a3c. 

Et,  en  effet,  3o3c  multiplié  par  4a36*,  reproduit  le  divi- 
dende   12a662c. 

De  même,    16a362    divisé  par    — 8a6*,    donne    — 2a'. 

45.  Règle.  Ainsi,  pour  obtenir  le  quotient  de  deux  monômes  : 

1°  On  applique  la  règle  des  signes; 

2°  On  divise  le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  divi- 
seur; 

3°  On  écrit  chaque  lettre  du  dividende  en  lui  donnant  pour 
exposant  la  différence  que  l'on  obtient  en  retranchant  l'expo- 
sant du  diviseur  de  celui  du  dividende.  Une  lettre  qui  ne  se 
trouve  qu'au  dividende  se  reproduit  au  quotient  avec  son  expo- 
sant ,  et  une  lettre  qui  a  le  même  exposant  dans  les  deux  termes 
ne  paraît  pas  au  quotient. 

46.  Remarque.  D'après  ce  qui  précède,  la  division  de  deux 
monômes  est  impossible  ;  1"  si  uae  lettre  du  dividende  a  un  expo- 
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sant  plus  petit  que  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur;  2°  si 
le  diviseur  contient  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  divi- 
dende. 

Dans  ces  deux  cas,  on  indique  cependant  la  division  en  mettant 
les  deux  monômes  sous  la  forme  d'une  fraction. 

2e  CAS.   Division   d'un  polynôme  par  un  monôme. 

47.  Soit  à  diviser  6a4  —  8a3  -f-  4a2  par  2a2. 

Pour  trouver  le  quotient  demandé,  il  faut  diviser  chaque  terme 
du  dividende  par  2a2.  Car,  pour  diviser  une  somme  par  une  quan- 
tité donnée,  il  suffit  de  diviser  chaque  partie  de  cette  somme 
par  la  quantité  et  d'ajouter  les  résultats;  on  aura  donc  : 

6a4  —  8a3  -4-  4a2  6a4        8a3        4a2 

2a2  ou    ~W~  2a2  +  2a2 

Effectuant  ces  opérations  d'après  la  règle  donnée  pour  la  divi- 
sion de  deux  monômes,  on  trouve  : 

3a«  —  4a  +  2 

Ce  résultat  est  le  quotient  cherché ,  car,  en  le  multipliant  par 
2a1,  on  retrouve  le  dividende. 

48.  Remarque.  Quand  la  division  d'un  polynôme  par  un  mo- 
nôme n'est  pas  possible,  on  se  contente  de  l'indiquer  en  mettant 
le  dividende  et  le  diviseur  sous  la  forme  d'une  fraction. 

3e  CAS.   Division  d'un  polynôme  par  un  autre  polynôme. 

49.  Soit  à  diviser    15a4  -  7a36  —  6a262  +  7a63  —  36* 
par    5a2  +  a&  — 362. 

Les  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes d'une  même  lettre,  ce  qui  peut  toujours  se  faire,  on 
remarquera  que  le  premier  terme  du  dividende  est  le  produit 
sans  réduction  du  premier  terme  du  diviseur  par  le  premier 
terme  du  quotient  (n°  31);  on  aura  donc  le  premier  terme  du 
quotient  en  divisant  15a4  par  5a2.  On  multipliera  le  diviseur 
parce  premier  terme  du  quotient  et  l'on  retranchera  le  produit  du 
dividende;  on  obtiendra  ainsi  un  reste  ordonné  dont  le  premier 
terme  sera  le  produit  sans  réduction  du  premier  terme  du  di- 
viseur par  le  deuxième  terme  du  quotient;  on  aura  donc  ce 
deuxième  terme  en  divisant  le  premier  terme  du  reste  par  le 
premier  terme  du  diviseur.  On  multipliera  ensuite  le  diviseur 
par  ce  deuxième  terme  et  l'on  retranchera  le  produit  du  premier 
reste.  Ainsi  de  suite. 
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Voici  les  détails  de  l'opération  : 
Dividende    15a4—  7a36—  6a262+7a&3—  36* 
-15a*—  3a36+! 


5a* -f  ab  —  36' 


!— 2a&  +    6' 


1er  reste  0  —  10a36  +  3a262  +  7a&3  —  U* 

+  10a36  +  2a262  —  6a63 

2»  reste  0      +5a262  +  a63  — 36* 

_5a262— a63  +  36* 


3e  reste  0 

Le  dividende  et  le  diviseur  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  a,  on  opère  comme  il  suit  : 

-f-15a4  divisé  par  -f-5a2  donne  -f-3a*,  que  Ton  écrit  au  quo- 
tient. 

-f-5a2  multiplié  par  -f-3a*  donne  -|-15a4,  et,  à  cause  de  la 
soustraction,  — 15a4,  que  l'on  écrit  au-dessous  de  15a4. 

-\- ab  multiplié  par  -f-3a2  donne  +3a36,  et,  à  cause  de  la 
soustraction,  — 3a36,  que  l'on  écrit  à  la  suite  de  — 15a4. 

—  362  multiplié  par  +  3a2  donne  —  9a262,  et ,  à  cause  de 
la  soustraction,  -f-  9a262,  que  l'on  écrit  à  la  suite  de  —  3a36. 

La  réduction  des  termes  semblables  effectuée,  il  reste  : 
—  10a36  +  3a262  +  7a63  —  Zb* 

On  dit  ensuite  —  10a36  divisé  par  -f-  5a3  donne  —  2a6  pour 
quotient. 

-j-5a*  multiplié  par  — 2a6  donne  — 10a36,  et,  à  cause  de  la 
soustraction, -f-10a36,  que  l'on  écrit  au-dessus  de  —  10a36. 
-\-ab  multiplié  par  — 2a6  donne  — 2a262,  et,  à  cause  de  la 
soustraction,  -f-2a262. 

—  362  multiplié  par  — 2a6  donne  -\-6ab3,  et,  à  cause  de  la 

soustraction,  — 6a63. 

La  réduction  des  termes  semblables  opérée,  il  reste  : 
50*6»  + oô3  —  364 

Enfin  on  dit  :  -f-  5a262  divisé  par  -f-  5a2  donne  +  b*. 

-f- 5a2  multiplié  par  -f-62  donne  -f-5a262,  et,  à  cause  de  la 
soustraction,  — 5a262. 

-\-ab  multiplié  par  -{-b*  donne  -\-ab3,  et,  à  cause  de  la  sous- 
traction, —  ab3. 

— -362  multiplié  par  -\-b*  donne  — 364,  et,  à  cause  de  la 
soustraction ,  4-36*. 
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La  réduction  des  termes  semblables  opérée,  on  trouve  un  reste 
nul;  d'où  l'on  conclut  que  3a2  —  2a6-{-62  est  le  quotient  exact 
de  15a4  —  7a?b  —  6a262  +  7a63  —  36*,  par  5a2  +  a&  —  36*. 

Remarque.  Qn  peut  se  dispenser,  après  chaque  division  par- 
tielle, d'écrire  à  côté  du  reste  les  termes  du  dividende  qui  n'ont 
pas  été  réduits. 

80.  On  reconnaît  que  la  division  d'un  polynôme  par  un  autre 
polynôme  est  impossible  : 

1°  Lorsque  les  deux  polynôme?  étant  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  d'une  même  lettre,  le  premier  terme 
du  dividende  n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur; 

2°  Lorsque  le  dernier  terme  du  dividende  n'est  pas  divisible 
par  le  dernier  terme  du  diviseur; 

3°  Lorsque  dans  le  cours  de  l'opération  on  obtient  un  reste  dont 
le  premier  terme  n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  di- 
viseur. 

D'après  cela,  la  division  de  7a*  -f-  a?b  —  6a262  par  5a5  -j-  a*b 
n'est  pas  possible,  car  7a*  n'est  pas  divisible  par  5a5. 

Il  en  est  de  même  de  la  division  de  8a36 —  5a262-f-4a&8 
par  4a3  —  2a26,  car  le  dernier  terme  iab3  n'est  pas  divisible 
par  —  2a26. 

Enfin  la  division  suivante  est  impossible  parce  que  l'exposant 
de  a,  dans  le  reste,  est  inférieur  à  celui  de  cette  même  lettre  dans 
le  premier  terme  du  diviseur. 

8a3  +  2a26  —  6ab*  +  2b* 

—  8a3  —  6a26  +  2a62 


4a2  -\-Sab  —  b* 


2a 


0  — 4a26  — 4a62+26s 
+  4a26  +  3a62—   6» 


0—   a&2+   6S 

L'opération  montre  que  si  du  dividende  proposé  on  retran- 
chait —  a62  -f-  b3,  on  aurait  un  polynôme  divisible  par 

4a2  +  3a6  —  62 

61.  Remarque.  Lorsqu'on  ne  veut  point  effectuer  une  division, 
soit  parce  que"  la  division  est  impossible ,  soit  parce  qu'on 
n'a  pas  besoin  de  connaître  le  quotient,  ou  indique  l'opération 
par  une  fraction  ayant  pour  numérateur  le  dividende  et  pour  dé- 
nominateur le  diviseur. 
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S2.  Mise  en  facteur  commun.  Quand  plusieurs  termes  renfer- 
ment un  même  facteur,  il  est  souvent  utile  de  le  mettre  en 
évidence,  c'est-à-dire  de  le  placer  en  facteur  commun. 

Pour  mettre  un  facteur  en  évidence,  il  faut  diviser  par  ce  fac- 
teur ious  les  termes  qui  le  contiennent,  placer  le  quotient  dans 
une  parenthèse  et  indiquer  la  multiplication  de  cette  parenthèse 
par  le  facteur  commun. 

Exemples,    ax  —  bx -{-ex    peut  s'écrire    x(a — &-f-c) 
çS  — S  »  S(g  —  1) 


-f-s/5" — |-  »  y(v/5  — 1) 


53.  Exposant  zéro ,  exposant  négatif.  Si  l'on  applique  la  règle 
du  n°  45  à  la  division  de  an  par  an,  on  trouve  pour  quotient  an-D 
ou  a0.  Mais  une  quantité  divisée  par  elle-même  donne  1  pour 
quotient;  donc  on  peut  considérer  a0  comme  étant  égal  à  1.  En 
général  toute  quantité  affectée  de  l'exposant  zéro  peut  être 
remplacée  par  1. 

La  même  règle  du  n°  45  appliquée  à  la  division  de  a3  par  a5 
donne  a3-5  ou  a-2.  Mais  a3  divisé  par  a5  peut  se  mettre  sous  la 
forme  : 

a3 
a3.a% 

Si  l'on  divise  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  a3,  on 

1  1 

trouve  — j- ,  et  l'on  convient  que  a~-  représente  —j. 

1 

En  général  arm  équivaut  à  —5-, 

54.  Il  suit  de  là  que  toute  lettre  affectée  d'un  exposant  né- 
gatif représente  une  fraction  ayant  1  pour  numérateur,  et 
pour  dénominateur  cette  même  lettre  avec  son  exposant  po- 
sitif. 


De  la  division  d'un  polynôme  par  un  binôme  du  premier  degré. 

BS.  Théorème.  Le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  entier 
en  x  par  un  binôme  de  la  forme  x — a  s' obtient  en  remplaçant 
dans  ce  polynôme  x  par  a 
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Soit  à  diviser  par  x —  a  un  polynôme  entier  en  x  *;  par 
exemple  x3-\-axi —  a3,  que  nous  représenterons  par  X. 

Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  x,  on  arrive,  dans  le  cours  de  l'opé- 
ration, à  un  reste  qui  n'a  pas  de  terme  en  x,  car  x  dans  h 
diviseur  est  à  la  première  puissance,  et  les  exposants  de  x  dan<- 
les  restes  successifs  de  la  division  vont  constamment  en  dimi- 
nuant. Alors  en  appelant  Q  le  quotient  et  R  le  dernier  reste,  qui 
n'aura  pas  de  terme  en  x,  on  aura  :  le  dividende  X  égale  le 
diviseur  multiplié  par  le  quotient,  plus  le  reste  ou  : 
X  =  [x  —  a)  Q  +  R 

or  cette  formule  est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  donc 
elle  sera  vraie  pour  x  =  a.  Mais  si  l'on  fait  x  =  a,  on  a  : 
X.  =  (a-a)QÈ  +  R 

Le  dividende  devient  un  polynôme  dans  lequel  la  lettre  x  aura  été 
remplacée  par  la  lettre  a.  Le  quotient  Q  restant  fini,  le  produit 
[a  —  a]  Qa  est  nul,  car  a  —  a  =  0,  et  la  seconde  partie  de  la  for- 
mule se  réduit  a  R. 

Donc  le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  en  x  par  un  bi- 
nôme de  la  forme  x  —  a,  s'obtient  en  remplaçant  dans  ce  po- 
lynôme x  par  a.  Si  le  dividende  s'annule  par  cette  substitu- 
tion, le  polynôme  donné  sera  divisible  par  x  —  a. 

Ainsi  la  division  du  polynôme  x3-\-axi  —  a3  par  x  —  a  aura 
un  reste  représenté  par  a3-f-a3  —  a3  ou  a3;  on  peut  facilement 
le  vérifier. 

Mais  la  division  de  x3 —  3aœ*  -}-  2a3  par  x  —  a  se  fera  exacte- 
ment ,  car  le  reste  o3  —  3a3  -f-  2a3  égale  zéro. 

86.  Si  l'on  avait  à  diviser  un  polynôme  par  x  -\-  a,  on  mettrait 
ce  diviseur  sous  la  forme 

x-[—a) 
alors  on  obtiendrait  le  reste  de  la  division  en  remplaçant,  dans 
le  polynôme,  x  par  { —  a). 

57.  D'après  ces  considérations,  on  trouve  aisément  les  résultats 
suivants  : 

1°  x"  —  a"  est  toujours  divisible  par  x  —  a,  car  le  reste  de  la 
division  est  a"  —  am  ou  zéro; 


*  On  dit  qu'un  polynôme  est  entier  en  se  lorsque  cette'  lettre  n'est  pas  au 
dénominateur  et  qu'elle  n'est  aflectée  ni  d'an  exposant  fractionnaire,  ni  d'an 
«posant  Incommensurable. 
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2o  xm-\-an  n'est  jamais  divisible  par  x —  a,  car  le  reste  de 
la  division  est  am-\-am  ou  2am; 

30  xm  —  am  n'est  divisible  par  x-\-a  que  si  m  est  pair,  car 
le  reste  de  la  division  ( — a)m  —  am  n'aura  son  premier  terme 
positif  qu'autant  que  m  sera  pair  (n°  33); 

4°  xm-\-am  n'est  divisible  par  x-\-a  que  si  m  est  impair, 
car  le  reste  de  la  division  ( —  a)m  -f-  am  n'aura  son  premier  terme 
négatif  qu'autant  que  m  sera  impair  (n°  33). 

58.  Remarque.  Une  division  telle  que  Xn  +  1  par  X  +  l  se 
ramène  aux  cas  précédents,  car  X"  +  l  égale  X"+l*  (n°  34). 

Voici,  effectuées,  quelques  divisions  d'un  binôme  par  un  bi- 
nôme : 


a4  —  b* 

a — b                            x* — 1 

x  +  l 

—  a*  +  a?b 

a3-f 

a26  +  o62  +  63.  —xP  —  x* 

X4—  X?-\-  X1—  x-{-l 

0  +  a?b- 
—  a?b- 

-6*                                 0—  x* 

-f-a26s                                  +  x* 

-1 

-fa?8 

-{-X3  —  1 

— x3 — ce* 

0 

-fa262  — 6*                               0 
_a262  +  a&3 

0     4-a63  —  6 
—  a63+6« 

0      • 

0  —  x1— 1 
+a?sH-cc 

0  +0?— i 

—  X — 1 

a?"  —  am 

x  —  a 

—  2 

—  xm  -\-  axm~l 

xm~l  -f-  axm~*  -f-  a?xm~* am-sa?  +  am_1 

0  -\-axm-i- 
—  axm_i  - 

-am 

f-  a?xm~* 

l# 

0 

—  aV-24-a3a?m-3 

0       +  «3a^*-3  —  °" 

am~ixt  —  am 
—  am-îxi-\-am- 

0        -f-  oT'^x  —  am 
—  am~ix-\-am 

EL. 


21  ÉLÉMENTS   D'ALGÉBRB 

59.  A  l'inspection  de  ce  résultat  on  voit  : 

1°  Que  les  termes  du  quotient  sont  tous  positifs  si  le  signe 
du  second  terme  du  diviseur  est  négatif,  et  qu'ils  sont  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs  si  le  signe  du  second  terme  du  di 
viseur  est  positif; 

2°  Que  les  exposants  de  la  première  lettre  vont  constam- 
ment en  diminuant,  et  ceux  de  la  seconde  lettre,  en  augmen- 
tant, l'exposant  du  premier  terme  du  quotient  étant  inférieur 
d'une  unité  à  celui  de  la  première  lettre  dans  le  dividende. 

D'après  cela,  on  trouve  immédiatement  que  : 


x_a     =  &*  +  ^  +  a>a?ï  +  °3a?  +  a*i 


et  que 


g* -f-1  _ 


a*  —  a*  +  a  —  i 


§  V.  —  Fractions. 


60.  Une  fraction  algébrique  représente  le  quotient  de  son  nu- 
mérateur par  son  dénominateur. 

Ainsi  les  fractions  -r-  et  - — ^ —  représentent,  la  première  le 

quotient  de  a  par  b,  la  seconde  le  quotient  de  m  —  n  par  3a. 
Les  propriétés  des  fractions  arithmétiques 'conviennent  aussi 
aux  fractions  algébriques;  ainsi  : 

61.  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes  d'une 
fraction  par  une  même  quantité  sans  que  cette  fraction  change 
de  valeur. 

1°  Soit  -r-  une  fraction.  En  désignant  par  q  le  quotient  de  a 
par  6,  on  aura, 

*=•  in. 

et  par  conséquent, 

a  =  bq 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité  par  une 
même  quantité  m,  il  vient 

am  =  6mg 
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divisant  les  deux  membres  par  bm,  on  trouve 

om 

D'où  Ton  voit  que  -r-rr»  aussi  bien  que  -j-,  égale  <y.  Donc... 

2°  Si  dans  l'égalité  (2)  on  suppose  que  m  soit  une  fraction  et 

1  1 

vaille  —  par  exemple,  il  vient,  en  remplaçant  m  par  — , 


n 


D'où  l'on  voit  que   ,  '       égale  q,  aussi  bien  que  -j-. 

62.  Donc  on  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes 
d'une  fraction  algébrique  par  une  même  quantité  sans  que  celte 
fraction  change  de  valeur. 

Celte  double  propriété  est  souvent  appliquée  pour  simplifier 
les  fractions  et  pour  les  réduire  au  même  dénominateur. 

63.  Simplification  d'une    expression   fractionnaire.    NOUS    avons 

dit  (n°  51)  que  lorsqu'une  division  est  impossible,  on  indique 
l'opération  en  mettant  le  dividende  et  le  diviseur  sous  la  forme 
d'une  fraction  qu'on  peut  ordinairement  simplifier. 

Soit    HiaWc3  à  diviser  par  10a36c*. 

La  division  ne  pouvant  se  faire  exactement,  nous  écrivons  j 

15a^V 

i0a3bc* 

En  supprimant  les  facteurs  Sa^c3  communs  au  numérateur  et 
lu  dénominateur,  on  trouve  : 

Sab 

2c 

Soit  encore  la  division  indiquée 

4a3b*  —  $a*b 
6a263 

Si  nous  remarquons  que  Aa3b  est  un  facteur  commun  aux  deux 
'ermes  du  numérateur,  nous  pourrons  mettre  ce  facteur  en  évi- 
dence (n°  52);  on  aura  alors  : 

ia3b[b  —  2a) 
6a*63 
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Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur ont  pour  facteur  commun  2a46;  supprimant  ce  facteur,  od 
trouve  pour  expression  simplifiée  : 

2a  (6  —  2a) 
36*        " 

Soit  enfin  la  division  indiquée 

jJa*^— 2a6c_ 
15aoJ  —  10c3 

Si  l'on  met  en  facteur  commun  ab  au  numérateur,  et  5c*  au 
dénominateur,  cette  fraction  devient  : 

ab[3a  —  2c) 
5c»  1 3a— 2c  j 

et  en  supprimant  le  facteur  3a  —  2c  commun  aux  deux  termes, 
on  trouve 

ab 
"5c*" 

64.  Remarque.  Quand  tous  les  termes  d'une  expression  frar- 
tionnaire  oot  un  facteur  commun,  on  peut  simplifier  cette  exprès 
sion  en  supprimant  ce  facteur. 
Ainsi  on  simplifiera  l'expression 

4n*63  —  8q36» 
12u*6*  +  AaW 

en  supprimant  le  facteur   4a263   commun  à  tous  les  termes , 
on  aura  : 

1— 2a 
36  -f-  a*b 

Tous  les  facteurs  du  terme  4a263  ayant  été  supprimés,  ce  fac- 
teur s'est  réduit  à  1  ;  car  en  divisant  une  quantité  par  elle-même 
on  trouve  1  pour  quotient. 

0.1.  Réduction  des  fraction!  au  même  dénominateur.  Pour  ré- 
duire plusieurs  fractions  au  même  dénominateur,  il  suffit  de 
multiplier  les  deux  termes  de  chacune  par  le  produit  des  dé- 
nominateurs de  toutes  les  autres. 

On  peut  aussi,  comme  en  arithmétique,  prendre  pour  dénomi- 
nateur commun  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénomina- 
teurs. 

Ainsi  les  fractions 

a    .    c        m 
T  +  7 ÏT 
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deviennent 

adn_  .    bon        bdm 
~bdn  ~*~  bdn         bdn 

Les  fractions  n'ont  pas  changé  de  valeur,  puisqu'on  a  multiplié 
par  un  même  nombre  les  deux  termes  de  chacune. 
De  même  les  fractions 

o  6 .        c' 

a  +  6  ""  5(a  — 6)  "*"  a*  — 6' 

deviennent 

5a  (a  —  b)  b[a-\-b)     ,  5c» 

5(as  — o2)  "~  5(a2  —  6*)  +  5(a2=F]" 

Le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs,  qui  deviendra  le 
dénominateur  commun,  est  5  (a*  —  62),  composé  des  facteurs 
5{a-\-b)[a  —  6).  On  voit  immédiatement,  sans  même  qu'il  soit 
nécessaire  d'effectuer  la  division  de  5(o*  —  è2)  par  a-\-b,  que 

les  deux  termes  de  la  première  fraction        ,   ,     doivent  être 

multipliés  par  5  (a — b),  que  ceux  de  la  deuxième  doivent  être 
multipliés  par  a-\-b,  et  enfin  que  ceux  de  la  troisième  doivent 
être  multipliés  par  5. 

66.   Addition  et  soustraction  des   fractions.   Pour  additionner 

ou  pour  soustraire  plusieurs  fractions,  il  faut  les  réduire  au 
même  dénominateur,  puis  ajouter  ou  retrancher  les  numéra- 
teurs et  donner  pour  dénominateur  au,  résultat  le  dénomina- 
teur commun. 

1°  La  somme  des  trois  fractions 

a    ,  _6_  ,  _c a-j-6-L.ç 

m  ""■"  m    *    m  m 

car  en  multipliant  par  m  les  deux  membres  de  l'égalité,  on 
trouve  a-\-b-\-c  pour  l'un  comme  pour  l'autre. 

2°  La  différence  des  fractions 

a       Jb a  —  b 

m       m  m 

car  en  multipliant  par  m  les  deux  membres  de  l'égalité,  on 
trouve  a  —  b  pour  l'un  comme  pour  l'autre. 

De  même  les  fractions 

6  a  a-\-b 

'     a  +  b  »     -      a 
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réduites  d'abord  au  même  dénominateur,  deviennent  : 

o(a  +  6)(g-  b)  a*6  _  b[a  +  b)(a  +  b) 

06(0  +  6)        '     a6(a  +  6)'  o6(o  +  6) 

Si  Ton  additionne  ces  fractions,  on  trouve  : 

o(a-L.6)(o  —  6)4-a»6  —  b[a  +  b)[a  +  b) 
06(0  +  6) 
ou ,  en  effectuant  les  opérations  indiquées  et  simplifiant  : 

g3  —  3afc-  —  fc3 

ab[a-\-b) 

Si  de  la  première  de  ces  fractions  on  retranche  les  deux  autres , 
on  trouve  : 

g  (0  +  6)  (a  —  6)  —  a26  +  6  (a+6)(o  +  6) 
ab  (0  +  6) 

ou ,  en  simplifiant  : 

06(0+6) 

67.  Multiplication  de»  fraction*.  Pour  multiplier  deux  f rad- 
iions l'une  par  l'autre,  il  faut  faire  le  produit  des  numéra- 
teurs et  le  produit  des  dénominateurs ,  et  indiquer  la  division 
du  premier  produit  par  le  second. 

Soit  -T-  à  multiplier  par  —r 

CL  û 

Appelons  q  la  valeur  de  -g-  et  q'  celle  de  -r ,  on  aura  : 

mais  de  -g-  =  q    on  tire    a  =  bq,  (1) 

et  de        ~ar  —  <f  ""tire    c  =  aY;  (2) 

multipliant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2),  il  vient: 

ac  =  bdqq' 

divisant  les  deux  membres  par  bd,  on  a  : 

ac  , 

Td-  =  M 

d'où  l'on  voit  que  -|^-  égale  qq'  aussi  bien  que  -fi-X"j  •  Donc... 


ln  PARTIE.  —  CALCUL  ALGÉBRIQUE  57 

68.  Division  des  fractions.  Pour  diviser  deux  fractions  l'une 
par  l'autre,  il  faut  multiplier  la  fraction  dividende  par  la 
fraction  diviseur  renversée. 

Soit  -g-  à  diviser  par  —*■ 

Appelons  q  la  valeur  de  -?-  et  q'  celle  de  -4- 
on  a 

a      c     _  q 
T:~d  —  <f 

mais  de   -r-  =  q    on  tire    a  =  bq,  (  1  ) 

et  de        —rz=q'    on  tire    dq'  =  c.  (2) 

Multiplions  membre  à  membre  ces  égalités. 

adq'  =  bcq 

d1où,  en  divisant  les  deux  membres  par  bcq'  et  simplifiant, 

ad q 

bc        q' 

et  l'on  voit  que  t-x- -  =-^r  aussi  bien  que  -g-  :  -g- .  Donc... 


§  VI.  —  Rapports. 


69.  On  appelle  rapport  géométrique,  ou  simplement  rapport, 
le  résultat  de  la  comparaison,  par  division,  de  deux  grandeurs  de 
même  nature. 

Ainsi  le  rapport  de  m  à  n  s'écrit  — 

Les  rapports  se  représentent  par  deux  termes  comme  les 
fractions;  ces  deux  termes  sont  les  deux  grandeurs  que  Ton 
compare. 

Toutes  les  propriétés  des  fractions  conviennent  aux  rapports. 

70.  Proportion  On  appelle  proportion  l'égalité  de  deux  rap- 
ports. 
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Si  -T-  donne  le  même  quotient  que  -x,  on  aura  l'égalité 
suivante  ou  proportion  : 

a       c 

a  et  d  sont  les  extrêmes  de  la  proportion,  6  et  c  en  sont  les 
moyens. 

Chacun  des  quatre  termes  d'une  proportion  est  une  quatrième 
proportionnelle  par  rapport  aux  trois  autres. 

Lorsque  le  deuxième  et  le  troisième  terme  d'une  proportion 
sont  égaux,  chacun  d'eux  est  une  moyenne  proportionnelle. 

Si  une  propoitionrenfermeunemoyenneproportionnelle, chacun 
des  deux  autres  termes  est  une  troisième  proportionnelle. 

Voici  quelques  propriétés  des  rapports  égaux  ou  proportions. 

7i.  Propriété  fondamentale.  Deux  rapports  égaux  peuvent 
être  mis  sous  la  forme  de  deux  produits  égaux. 

CL  C 

En  effet ,  les  rapports  égaux  -r-  =  -r ,  multipliés  chacun  par 
bd,  deviennent 

abd bcd 

~T~—    d 

et  en  simplifiant, 

ad  =  bc 

On  énonce  ordinairement  cette  propriété  fondamentale  en 
disant  que  le  produit  des  extrêmes  égale  le  produit  des 
moyens. 

72.  Réciproquement.  Deux  produits  égaux  peuvent  être  mis 
sous  la  forme  de  deux  rapports  égaux  et  donner  une  pro- 
portion. 

En  effet,  les  produits  égaux  adz=bc  deviennent,  en  divisant 
les  deux  membres  par  bd  et  simplifiant, 

ad        bc  a c 

TJ=W>    ou     b—d~ 

73.  Quand  on  a  deux  rapports  égaux  on  peut  :  1°  intervertir 
l'ordre  des  extrêmes,  2°  intervertir  l'ordre  des  moyens, 
3°  mettre  les  extrêmes  à  la  place  des  moyens,  et,  dans  cha- 
cun de  ces  cas ,  on  a  encore  deux  rapports  égaux. 
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Soient  les  rapports  égaux 

a c 

On  peut  écrire  : 

d_ c_      a_ b_      b_ d^ 

b       a'     c       cl  '     a       c 

car,  sous  toutes  ces  formes,  on  a  toujours  deux  produits  égaux 
orf  =  bc,  ou  une  proportion  (n°  72). 

La  dernière  forme,  comparée  aux  rapports  donnés  f=:~d> 

prouve  que,  lorsqu'on  a  deux  rapports  égaux,  on  peut  les 
renverser  et  on  a  encore  des  rapports  égaux. 

74.  Quand  on  a  deux  rapports  égaux  on  peut  augmenter  ou 
diminuer  chaque  numérateur  de  son  dénominateur,  et  on  a 
encore  des  rapports  égaux. 

En  effet,  si  -g-  =  -j. 

on  obtient,  en  ajoutant  ou  retranchant  1  aux  deux  membre»  : 

ou,  en  réduisant  en  une  seule  expression  chacun  des  deux  membres, 

a  +  b c  ztd 

~~6     —     d 
Donc... 

7o.  Deux  rapports  égaux,  multipliés  ou  divisés  respective- 
ment par  deux  autres  rapports  égaux,  donnent  encore  deux 
rapports  égaux. 

_,  .  a       c  m       r 

loSoient  T  =  -j    et    — =T 

Appelons  q  la  valeur  commune  de  chacun  des  rapports  égaux 

m  r         . 

—    et    ~r  >    et  posons 


n  s 


m jr 

n        s       * 


Les  rapports  -?-  et  -4  étant  égaux,  le  seront  encore  aprèa 
qu'on  les  aura  multipliés  par  une  même  quantité  q. 
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Donc 

a          c 

et  en  remplaçant 

q  par  sa  valeur 

am 
bn 

cr 
ds 

a       m 

ou    -7-X  —  = 

on 

1* 

r 

s  ' 

Donc. 

2°  Soient 

a        c       ,     m 
T-~d~    et    ~n~ 

r 

s 

En  divisant  membre  à  membre  ces 

égali 

tés 

on  a  encore  une 

égalité.  Donc 

a         c 

Z-Z 

m        r 
n         s 

76.  Quand  on  a  plusieurs  rapports  égaux,  la  somme  ou  la 
différence  des  numérateurs  et  la  somme  ou  la  differer^ce  des 
dénominateurs  forment  un  nouveau  rapport  égal  à  chacun  des 
premiers. 

En  effet,  les  rapports   -t-  =  -t-= —   étant  égaux,  on  peut 

supposer  que  la  valeur  de  chacun  d'eux  soit  q  et  écrire  : 

a  c  m 

T=9;   -z=r>   -*-=« 

d'où  l'on  tire  : 

o  =  bq 

c  —  dq 

m-=.nq 

ajoutant  membre  à  membre  ces  trois  égalités,  on  a  : 

a  -\-  c  -\-  m  =  bq  -\-  dq  -\-  nq    ou    q(b-\-d-\-n) 

divisant  les  deux  membres  par  6  -j-  d-{-n,  il  vient  : 

a-\-c-\-m  a  c  m 

6-f-^-f"n       ^       °        ^        n 
Si  au  lieu  d'ajouter  membre  à  membre  les  trois  égalités  on 

avait  retranché  les  deux  dernières  de  la  première,  on  aurait 

trouvé  : 

a  —  c  —  m a  c m_ 

b  —  d  —  n       "      "5"      ~d~       n 

77.  Lorsqu'on  a  deux  rapports  égaux ,  la  somme  des  numé- 
rateurs divisée  par  la  somme  des  dénominateurs  égale  la  diffé- 
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rence  des  numérateurs  divisée  par  la  différence  des  dénomi- 


nateurs. 
Si 

on  a  (n°76) 


a c_ 

~b~—  d 


a-\-c  a_      ,      a —  c  a 

b  +  d  "-"6     e1     b  —  d  ~  T 

Deux  quantités  égales  chacune  à  une  troisième  étant  égales 
entre  elles,  on  peut  écrire  : 

a-\-c       a  —  c       ^ 

,        ,  =  -r -r.     Donc... 

b-\-d       b  —  d 

78.  Lorsqu'on  a  plusieurs  rapports  égaux,  la  racine  carrée 
de  la  somme  des  carrés  des  numérateurs  et  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  carrés  des  dénominateurs  forment  un  nouveau 
rapport  égal  à  chacun  des  premiers. 

a  __  c  __  m 
Soient  T=-s-  =  _ 

Ces  rapports  étant  égaux,  leurs  carrés  seront  aussi  égaux,  et  l'on 

a*        c2       mi 
aura:  _=^_=_r 

appliquons  à  ces  rapports  égaux  la  propriété  du  n°  76 ,  il  vient 

a8  +  c*-f  ma  _  a* c*_ 

W+dP  +  n*        p  —  & 

d'où,  en  prenant  la  racine  carrée, 

>/o»4-c»+m»__  a  _  c_ 
^-f^d^-fn*  ~  b~  d 

79.  Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  représente  : 

1°  Un  nombre  pair  quelconque  par  2n,  n  étant  un  nombre 
entier  ; 

2°  Un  nombre  impair  par  2n  -j- 1  ; 

3°  Une  quantité  essentiellement  positive  par-t-fc*;  car,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  k,  son  carré  sera  toujours  positif; 

4°  Une  quantité  essentiellement  négative  par —  /c2. 

Une  qucntilé  essentiellement  positive  peut  être  considérée 
comme  un  carré;  car  on  peut  toujours  la  regarder  comme  le 
carré  de  sa  racine. 
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Applications. 

I-  Diviser  l  +  -g-     par     ^-  +  -|r 

Réduisons  ces  fractions  au  même  dénominateur,  on  a  : 

a:3  -f-«*8      .   ,.  •                  x  +  a 
^ —    a  diviser  par    $— 

multiplions  la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée; 

(  x3  +  a3  )  x3 
x3(x  +  a) 

supprimons  le  facteur  œ3  commun  aux  deux  termes , 

x*  +  a* 
x  +a 

Le  reste  de  la  division   de  x*  +  a3   par   x  +  a  est(— a)3  +  a3,  ou 
zéro  (n°  57,  4*). 

Effectuant  la  division ,  on  trouve  pour  quotient  : 

os*  —  ax  -f-a* 

2°  Simplifier  l'expression 

3a36»  —  6a«fe»  +  3a6» 
a3bt  —  ab* 

divisons  tous  les  tonnes  par  a6», 

3a»  — 6a +  3 
g»  — 1 

mettons  3  en  facteur  commun  au  numérateur, 

3(g2  —  2a +  1) 
a*  —  1 
Le  trinôme  a'  —  2a +  1  est  le  carré  de  a  —  1 ,  et  le  binôme  à1  —  1  est 
le  produit  de  a  +  1  par  a  — 1  (n°  41). 
On  peut  donc  écrire 

3(a-l)(g-l) 
(a  +  l)(a-l) 

divisons  les  deux  termes  par  a  —  1 ,  il  vient  : 

3(a-1) 
a  +  1 

3"  Simplifier  l'expression  • 

b*  —  Icflb  +  ab* 
(6_aX6  +  2a) 
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on  peut  l'écrire  : 

63 —  a*6  —  a*b  +  ab*  ■        „  -.  -Ul      _.» 

— j-r . ,,   ,    '   . —  ,    car    —  2a,6  =  —  aV>—~ a*o 

(6 —  a)(6  +  2a) 

mettons  en  facteur  commun  b  pour  les  deux  premiers  termes  du  nu- 
mérateur, et  ab  pour  les  deux  derniers , 

6(6«  —  aî)+ab(b  —  a) 
(b-a)(b  +  2a) 

remplaçons  b*  —  a*  par  (6  +  a)(6 —  a), 

b(b  +  a){b  —  a)  +  ab(b-a) 
(b  —  a){b+2a) 

divisons  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  b  —  at 

b{b  +  a)  +  ab 
6  + 2a 

mettons  6  en  facteur  commun  au  numérateur 

6(6  + 2a) 
6  +  2a 

divisant  tout  par  6  +  2a  on  trouve  6  pour  réponse. 

4°  Démontrer  que  l'expression  n3  —  n  sera  divisible  par  24  toutes 
les  fois  que  n  représentera  un  nombre  impair. 

n»  —  n  est  la  même  chose  que  n[n*  —  1) 
or 

n»  —  l  =  (n  +  l)(«  —  1) 
donc 

n*  —  n  =  n(n  +  l)(n —  1) 

Mais  puisque  n  est  impair,  n  —  1,  n,  n  +  i  représentent  trois  nom- 
bres consécutifs  dont  le  premier  et  le  dernier  sont  pairs;  et  l'on  sait 
que  si  l'on  a  trois  nombres  consécutifs  dont  celui  du  milieu  est  impair, 
un  de  ces  nombres  est  toujours  divisible  par  2,  un  autre  l'est  par  4  et 
le  Dombre  impair  est  divisible  par  3,  ou,  s'il  ne  l'est  pas,  un  des 
deux  nombres  pairs  est  divisible  par  6.  Donc  n3 —  n  est  divisible  au 
moins  par  2x3x4  ou  par  24. 

5°  Faire  voir  que  si  un  nombre  pair  est  la  somme  de  deux  carrés, 
sa  moitié  est  aussi  la  somme  de  2  carrés. 

Le  nombre  donné  étant  pair,  provient  nécessairement  de  la  somme 
des  carrés  de  deux  nombres  pairs  ou  de  deux  nombres  impairs. 

Soit  donc  2n  un  nombre  pair.  Soient  aussi  m  et  m  +  d  deux  nom- 
bres entiers  dont  la  somme  des  carrés  TO2H-(m-f-d)s  égale  2n;  on 
pourra  écrire  : 

2n  =  m*  +  m*  +  d*  +  2dm 

2n  =  2m*  +  2dm  +  -^ 
2*" 
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prenons  la  moitié  des  deux  membres 

n  =  m*  +  dm  +  ^ 

on  n  =  (m»  +  dm +  -£-)  +  -£- 

or  m*  +  dm  +  —r-  est  le  carré  detn+y,  et  —j--  celui  de  -~-  ;  de 

plus  d  différence  de  deux  nombres  pairs  ou  de  deux  nombres  impairs 
est  toujours  divisible  par  2;  donc 


•-(-+4)'+(4)' 


Ainsi  n,  moitié  de  2n,  égale  la  somme  de  2  carrés. 

On  voit  que  n  est  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  dont  l'un 
est  la  demi -différence  des  nombres  dont  le  carré  est  donné,  et  l'autre 
égale  le  plus  petit  de  ces  mêmes  nombres,  augmenté  de  leur  demi- 
différence. 

Exemple.  34  est  la  somme  des  carrés  5*  et  3*  ; 

A 

17  géra  la  somme  des  carrés  de  -5-  (5  —  3)  ou  1 ,  et  de  3  +  1  ou  4. 


DEUXIÈME  PARTIE 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 


§  I.  —  Délinitions. 

81.  Égalité,  identité.  Une  égalité  est  l'expression  de  deux 
quantités  qui  ont  même  valeur. 

Exemple.  8  =  5  +  3 

Une  identité  est  une  égalité  indépendante  de  la  valeur  qu'on 
donne  aux  lettres. 

Ainsi  m-{-n  =  m,-\-n 

et  a'  —  6»  =  (a  +  6)(a  —  6) 

sont  des  identités,  parce  que,  dans  les  deux  exemples,  l'égalité 
subsiste,  quelle  que  soit  la  valeur  qu'on  donne  aux  lettres  m,  n,a,b. 

82.  Équation.  Une  équation  est  une  égalité  dans  laquelle  se 
trouvent  une  ou  plusieurs,  lettres  représentant  des  quantités  in- 
connues Une  telle  égalité  n'est  vérifiée  que  par  quelques  valeurs 
particulières  des  inconnues. 

Les  égali  tés  Zx  -|- 1 2  =  5a?  —  8 

y»+  5  =  6i,-3 

dans  lesquelles  a;  et  y  représentent  des  quantités  inconnues 
sont  des  équations  ;  la  première  n'est  vérifiée  que  par  une  seule 
valeur,  a?=10;  la  seconde  l'est  par  deux  valeurs,  i/=4  et  y=2. 

83.  Une  équation  est  littérale  lorsque  les  quantités  connues 
qui  la  composent  sont  représentées  par  des  lettres;  elle  est  nu- 
mérique lorsque  les  quantités  connues  sont  représentées  par  des 
nombres. 

Des  deux  équations 

5a?  +   8  =  7a? 
aa?  —  ab  =  bx 
la  première  est  numérique ,  la  seconde  est  littérale. 
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84.  Une  équation  est  à  une,  deux,  trois,  etc.,  inconnues  sui- 
vant qu'elle  renferme  une,  deux,  trois,  etc.,  lettres  représen- 
tant chacune  une  quantité  inconnue. 

Le  degré  d'une  équation  est  donné  par  la  plus  forte  somme 
des  exposants  des  inconnues  dans  un  même  terme. 

Les  éq ua t i ons  x  -f  y  =  1 5 

a'  —  bx  =  x*  —  ab 
ab*  —  axi  =  xy1 

sont  l'une  du  1er  degré,  à  deux  inconnues;  l'autre,  du  2e  degré, 
à  une  inconnue;  la  dernière,  du  3e  degré,  à  deux  inconnues. 

85.  Résoudre  une  équation ,  c'est  trouver,  pour  les  inconnues, 
des  valeurs  qui  rendent  ses  deux  membres  identiques;  ces  va- 
leurs sont  les  racines  ou  les  solutions  de  l'équation. 

Principes  généraux  sur  les  équations  *, 

86.  Premier  principe.  On  peut,  sans  changer  les  solutions 
d'une  équation,  augmenter  ou  diminuer  ses  deux  membres 
d'une  même  quantité. 

Représentons  par  A  le  premier  et  par  B  le  second  membre  d'une 
équation,  l'un  et  l'autre  membre  pouvant  renfermer  les  inconnues,  et 
écrivons  : 

A  =  B  (1) 

Ajoutons  aux  deux  membres  la  quantité  C,  contenant  ou  non  les 
inconnues,  on  a  : 

A+C=B+C  (2) 

Faisons  voir  que  ces  deux  équations  sont  équivalentes.  Pour  cela  il 
faut  prouver  que  toute  solution  de  la  première  est  une  solution  de  la 
seconde,  et  réciproquement. 

En  effet,  toute  solution  de  l'équation  (1)  rendant  identiques  les  deux 
membres  de  cette  équation,  ces  membres  seront  encore  identiques  lors- 
qu'on aura  ajouté  à  cbacun  d'eux  la  même  quantité  C;  mais  alors  les 
quantités  que  l'on  obtient  sont  les  deux  membres  de  l'équation  (2), 
donc  toute  solution  de  l'équation  (1)  convient  aussi  à  l'équation  (2). 

Réciproquement.  Toute  solution  de  l'équation  (2)  rendant  identiques 
les  deux  membres  de  cette  équation,  donne  évidemment  la  même  va- 
leur à  C  dans  les  deux  membres,  par  conséquent  elle  rend  A  identique 
à  B  :  c'est  donc  une  solution  de  l'équation  (1). 


*  Dans  une  première  étnde.  en  pourrait  admettra   osa  principes  uns  dé- 
monstration. 
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87.  Remarque.  Si  l'on  suppose  que  C  soit  négatif,  la  démonstration 
précédente  prouve  qu'on  peut  diminuer  d'une  même  quantité  les  deux 
membres  d'une  équation  sans  changer  les  solutions  de  cette  équation. 

88.  Il  résulte  de  ce  principe  que  pour  faire  passer  un 
terme  quelconque  d'un  membre  d'une  équation  dans  un  autre, 
il  suffit  de  le  supprimer  dans  le  membre  où  il  se  trouve  et  de 
l'écrire  dans  l'autre  avec  un  signe  contraire. 

Soit  l'équation  5a?  —  4  =  a?  -{- 12 

Pour  faire  passer  le  terme  —  4  du  premier  membre  dans  le 
second,  ajoutons  4  aux  deux  membres;  ce  qui  donne 

5o?— 4  +  4  =  a?  +  12  +  4 

ou  5a?  =  o?  + 12  +  4 

On  fait  souvent  passer  tous  les  termes  d'une  équation  dans  le 
premier  membre  ;  le  second  membre  est  alors  zéro. 
L'équation  ci-dessus  peut  donc  s'écrire  : 
5a?  — a?— 12  — 4  =  0 

89.  Deuxième  principe.  On  peut,  sans  changer  les  solutions 
d'une  équation,  multiplier  ou  diviser  ses  deux  membres  par 
une  même  quantité  qui  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie,  et  qui  ne 
renferme  aucune  inconnue. 

Soit  l'équation  A  ==  B 

Multiplions  les  deux  membres  par  une  même  quantité  finie  C ,  ne 
renfermant  pas  l'inconnue,  on  a  : 

AxC=BxG 

Appliquons  le  principe  précédent  (n°  88)  et  faisons  passer  tous  les 
termes  des  deux  équations  dans  le  premier  membre,  on  a  : 

A  —  B  =  0  (1) 

CX(A  — B)  =  0  (2) 

Il  faut  prouver  que  toute  solution  de  la  première  équation  est  une 
solution  de  la  seconde,  et  réciproquement. 

En  effet,  toute  solution  de  l'équation  (1)  rendant  A  égal  à  B  annule 
le  premier  membre  de  cette  équation;  ce  membre  vaudra  encore  zéro 
lorsqu'on  l'aura  multiplié  par  la  quantité  C  qui  n'est  pas  infinie.  Mais 
alors  on  a  le  premier  membre  de  l'équation  (2);  donc  toute  solution  de 
l'équation  (1)  convient  aussi  à  l'équation  (2). 

Réciproquement.  Le  premier  membre  de  l'équation  (2)  devenant 
zéro  pour  toute  solution  de  cette  équation,  et  G  n'étant  pas  nul,  il 
faut  que  A  —  B  vaille  zéro;  mais  A  —  B  est  le  premier  membre  de 
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l'équation  (1);  donc  toute  solution  àt  l'équation  (2)  convient  aussi  i 

l'équation  (1). 

90.  Remarqua.  Si  l'on  suppose  que  C  représente  une  fraction  de  la 

\ 
forme  jrr,  la  démonstration  précédente  prouve  qu'on  peut  diviser  les 

deux  membres  d'une  équation  par  une  même  quantité  finie  sans  chan- 
ger les  solutions  de  cette  équation. 

91.  Lorsque  la  quantité  C  renferme  l'inconnue,  les  solutions 
de  l'équation  C(A  —  B)  =  0  ne  sont  pas  toujours  des  solutions 
de  l'équation  (1);  car  si  C  peut  devenir  nul  sans  que  A  —  B  le 
soit,  l'équation  (2)  a  une  ou  plusieurs  solutions  qui  ne  con- 
viennent pas  à  l'équation  (1). 

Soit  l'équation  Zx  =  45 

ou  3a?  — 45  =  0 

En  multipliant  ses  deux  membres  par  a? —  4,  on  obtient  une 
nouvelle  équation 

(a?  —  4)(3a?  —  45)  =  0 

qui,  indépendamment  de  la  racine  de  la  première,  contient  la 
solution  x  =  A;  car  pour  ce  =  4  le  premier  facteur  étant  nul,  le 
produit  sera  nul. 

De  même  si  l'on  divisait  les  deux  membres  d'une  équation 
par  une  quantité  renfermant  l'inconnue,  on  pourrait  supprimer 
une  ou  plusieurs  solutions  de  cette  équation. 

92.  L'élévation  à  une  même  puissance  des  deux  membres 
d'une  équation  peut  aussi  introduire  des  solutions  qui  ne  con- 
viennent pas  à  l'équation  primitive. 

Soit  en  effet  a?  =  A 

élevons  au  carré  : 

x*  =  A* 

ou  x*  —  A»  =  0 

ou  encoro  (#  +  A) (ce  —  A)  =0 

Et  l'on  voit  que  la  nouvelle  équation  renferme  non  seulement 
la  solution  a?  =  A  de  la  première,  mais  encore  la  solution 
ac  =  —  A. 

93.  Lorsque  dans  la  résolution  d'une  équation  on  est  conduit 
à  élever  au  carré  les  deux  membres  de  cette  équation,  il  faui 
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vérifier  les  solutions  obtenues,  afin  de  rejeter  celles  qui  ne  con- 
viennent pas  à  l'équation  primitive. 
Cette  remarque  est  très  importante. 

94.  En  s' appuyant  sur  le  principe  du  n°  89  on  peut  faire 
disparaître  les  dénominateurs  d'une  équation;  pour  cela,  il 
suffit  de  multiplier  ses  deux  membres  par  le  produit  de  tous 
les  dénominateurs,  ou,  plus  simplement,  par  leur  plus  petit 
commun  multiple. 

Ainsi  l'équation         ^L  —  7=*£- 

devient 

3a?x5xî       -t^k^o       4a?x5x2 

■7  X5  X  2  : 


2  '*+**-«<**  5 

quand  on  multiplie  ses  deux  membres  par  5x2,  produit  des 
dénominateurs.  Les  calculs  effectués ,  on  trouve  : 

15a?  —  70  =  8a? 

équation  équivalente  à  la  première  et  qui  n'a  plus  de  dénomina- 
teurs. 

On  peut  changer  en  signes  contraires  les  signes  de  tous  les 
termes  d'une  équation;  car  cela  revient  à  multiplier  par  — 1 
les  deux  membres  de  celte  équation. 

L'équation  3a?  ■—  4  =  60  —  5a? 

peut  donc  s'écrire  : 

—  3a?  +  4  =  —  60  +  5a? 

§  II.  —  Résolution  d'une  équation  du  1er  degré 
à  une  inconnue. 

9o.  1°  Proposons-nous  de  résoudre  l'équation 

3(a?— 8)   _  x    ,. 
2        — "S""^1 

jFaisons  d'abord  disparaître  les  dénominateurs;  pour  cela,  mul- 
tiplions tous  les  termes  par  10,  produit  de  2  par  5. 
L'équation  devient 

30(a?  —  8)  _  40a?    ,  ,fi 
2  —     5     -t"lu 
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chassons  la  parenthèse  en  multipliant  x —  8  par  15 
15a;—  120  =  2a; +  10 

transposons,  c'est-à-dire  faisons  passer  les  termes  inconnus  dans 
le  premier  membre  et  les  termes  connus  dans  le  second, 

15x  —  2a- =  10 +  120 

réduisons  les  termes  semblables 

13a?  =  130 

d'où,  en  divisant  par  13  les  deux  membres, 

La  solution  cherchée  est  10,  et  cette  valeur,  mise  à  la  place 
de  x,  rend  les  deux  membres  de  l'équation  proposée  égaux 
chacun  à  3. 

2°  Soit  à  résoudre  l'équation 

x-\-a  —  6         6  —  x 
b  ~  a  +  6 

Multiplions  tous  les  termes  par  6(a  +  6)  produit  des  dénomi- 
nateurs 

ax-\-a*  —  ab  +  bx  +  ab  —  6*  =  6'  —  bx 

réduisons  les  termes  semblables  et  transposons  : 

aa;  + 26a;  =  26*  —  a* 
Mettons  x  en  facteur  commun 

a;  (a +  26)  =  26*—  a* 
Divisons  les  deux  membres  par  a  +  26  coefficient  de  x 

26*  —  a* 


07  = 


a +  26 


3°  Soit  encore  à  résoudre  l'équation 

T  +  T-IT  +  T-5 

Chassons  les  dénominateurs;  pour  cela,  multiplions  tous  les 
termes  par  12,  multiple  commun  de  tous  les  dénominateurs,  il 
rient  : 

ix  +  3a;  —  5a;  +  10a;  =  60 

Réduisons  les  termes  semblables 

12a;  =  60 

d'où  X  —  5  :  i 


IIe   PARTIE    —  ÉQUATIONS   DU   PREMIER   DEGRÉ  41 

4°  Soit  enfin  à  résoudre  l'équation 

a  —  x        x —  6  2gft 

a  —  b   ~~  a-\-b         a2  —  6* 
Chassons  les  dénominateurs  en  multipliant  tous  les  termes 
de  l'équation  par  a2  —  ô2,   multiple  commun  des   dénomina- 
teurs, 

(a— »)(<*+&)  —  [x  —  6)(a  —  6)  =  2a& 
Faisons  disparaître  les  parenthèses , 

a*  +  °b  —  un  —  bx  —  ax-\-bx-\-ab  —  6*  =  2a& 
Réduisons  les  termes  semblables  et  transposons  : 

—  2ace  =  62  —  a* 
Changeons  les  signes  de  tous  les  termes  • 
2ao7  =  a2  —  6* 

.,  .  a2— 62 

d'où  x  —  — ^ — 

96.  D'après  ces  exemples,  on  voit  que,  pour  résoudre  une 
équation  du  premier  degré  à  une  inconnue,  il  faut  :  1°  faire  dis- 
paraître les  dénominateurs  et  les  parenthèses  s'il  y  en  a; 
2°  faire  passer  dans  l'un  des  membres  tous  les  termes  renfer- 
mant l'inconnue  et  dans  Vautre  tous  les  termes  connus;  3°  ré- 
duire les  termes  semblables  et  mettre  l'inconnue  en  facteur 
commun  ;  4°  enfin  diviser  les  deux  membres  par  le  coefficient 
de  L'inconnue. 

97.  Équations  simultanées  et  systèmes  d'équations.  On  appelle 

équations  simultanées  des  équations  qui  ont  une  ou  plusieurs 
solutions  communes. 

Un  système  d'équations  est  la  réunion  d'un  certain  nombre 
d'équations  simultanées. 

98.  Par  solutions  d'un  système  d'équations  on  entend  les  va» 
leurs  qui  satisfont  toutes  les  équations  du  système 

Deux  systèmes  d'équations  sont  équivalents  lorsque  toute  so- 
lution du  premier  système  est  une  solution  du  second,  et  réci 
proquement. 

Principes  relatifs  aux  équations  simultanées. 

99.  Premier  principe.  Lorsqu'on  a  un  tystème  d'équations  simul- 
tanées,  on  peut  remplacer  l'une  quelconque  d  entre  elle*  par  l'équa- 
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tion  obtenue  en  ajoutant  membre  à  membre  cette  équation  à  une  ou 
plusieurs  des  autres  équations. 

Soient  les  systèmes 

A  =  A'  A  +  B  +  C  =  A'  + B'  +  C 

B  =  B,       (1)  B  =  B'  (2) 

C=C  C  =  G' 

il  faut  prouver  qu'ils  sont  équivalents.  (N°  98.) 

En  effet,  toute  solution  du  système  (1)  rendra  identiques  les  deux 
membres  des  équations  qui  le  composent.  Mais  si  A  est  identique  à 
A',  B  à  B'  et  C  à  G',  les  deux  membres  de  l'équation 

A  +  B  +  G  =  A'  +  B'  +  C 

sont  aussi  identiques.  Donc  toute  solution  du  système  (1)  est  une  solu- 
tion du  système  (2). 

Réciproquement.  Toute  solution  du  système  (2)  rendant  B  identique 
à  B'  et  C  à  G'  rendra  B  -j-  G  identique  à  B '  +  C';  et  comme  elle  doit 
vérifier  aussi  l'équation  A  +  B  +  C  =  A'  +  B'  +  C',  elle  rendra  né- 
cessairement A  identique  à  A'.  Donc  toute  solution  du  b,  ,tème  (2)  est 
une  solution  du  système  (1).  Donc  les  deux  systèmes  sont  équivalents. 

100.  Il  est  évident  qu  au  lieu  d'ajouter  membre  à  membre  plusieurs 
équations  on  peut  les  retrancher;  comme  aussi  avant  d'additionner  ou 
de  soustraire  les  équations,  on  peut  multiplier  ou  diviser  par  un  même 
nombre  les  deux  membres  de  ces  équations  ou  de  quelques-unes  d'entre 
elles  (n<>  89). 

101.  Deuxième  principe.  Lorsqu'on  a  un  système  d'équations  simul- 
tanées, si  l'on  tire  de  l'une  des  équations  la  valeur  d'une  des  incon- 
nues en  fonction  des  autres  et  qu'on  remplace  dans  Us  autres  équa- 
tions cette  inconnue  par  la  valeur  trouvée,  on  forme  un  nouveau 
tystème  équivalent  au  premier. 

Soit  le  système 

*  =  A 

B  =  B'  (1) 

C  =  G' 

dans  lequel  A  ne  renferme  pas  x,  tandis  que  B,  B',  C,  G'  contiennent 
cette  inconnue. 

Dans  les  deux  dernières  équations,  remplaçons  ac  par  A  et  appe- 
lons Bt,  B|',  Ct,  G,'  le  résultat  de  la  substitution,  on  aura  le  sys- 
tème 

x  =  A 
B,  =  B,'  (2) 

ot=(y 

•  il  faut  démontrer  que  le  système  (2)  est  équivalent  au  système  (1). 
En  effet,  toute  solution  du  système  (1)  rendra  la  valeur  de  x  iden- 
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tique  à  celle  de  A  ;  et  comme  les  équations  du  système  (2)  ne  diffèrent 
de  celles  du  système  (1)  que  parce  qu'on  y  a  remplacé  x  par  la  valeur 
identique  A,  il  s'ensuit  que  Bt  est  identique  à  B^,  et  Ct  à  Cj'.  Donc 
toute  solution  du  système  (1)  est  une  solution  du  système  (2). 

Réciproquement.  Toute  solution  du  système  (2)  rendant  la  valeur  de 
x  identique  à  celle  de  A,  on  pourra,  dans  ce  système,  remplacer  A 
par  x,  et  l'on  retrouvera  le  système  (1);  donc  les  solutions  du  second 
système  sont  les  mêmes  que  celles  du  premier. 

Donc  les  deux  systèmes  sont  équivalents. 

102.  Élimination.  En  général,  éliminer  une  inconnue  entre 
plusieurs  équations,  c'est  remplacer  les  équations  proposées  par 
un  système  équivalent  dont  toutes  les  équations,  moins  une, 
ne  renferment  plus  cette  inconnue. 


§  III.  —  Résolution  de  deux  équations  du  lep  degré 
à  deux  inconnues. 

1°  Elimination  par  substitution. 

103.  L'élimination  par  substitution  consiste  à  tirer  d'une  des 
deux  équations  la  valeur  d'une  inconnue,  et  à  porter  cette  va- 
leur dans  la  seconde  équation  in0  101).  Le  système  proposé  esl 
alors  remplacé  par  un  système  équivalent  de  deux  équations 
dont  une  seule  renferme  l'inconnue  éliminée. 

Soit  le  système  des  deux  équations 

Zx  +   y  =  15  (1) 

5cc  —  ky  =  8  (2) 

L'équation  (1)  résolue  par  rapport  à  x  donne 

Portons  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  (2) 

D'après  le  deuxième  principe  (n°  101),  le  système  proposé  peut 
être  remplacé  par  le  système  équivalent 

«  =  -^P~  (5) 

5(-^^-)-42/  =  8  (6) 
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Résolvons  l'équation  (6),  nous  trouvons  successivement: 

75  — 5y  — 12i/  =  24 

—  17y  =  —  51 

d'où  y  =  3 

Si  dans  l'équation  (5)  nous  remplaçons  y  par  3 ,  il  vient  : 

15  —  3     *  . 

x  = s —    ou    x  =  4 

Les  valeurs  des  inconnues  sont  donc  :  ce  =  4  et  y  =  3. 

104.  Appliquons  cette  méthode  à  la  résolution  du  système  : 
x  +  y  =  s  (1) 

Si  Ton  isole  y,  c'est-à-dire  si  l'on  tire  la  valeur  de  cette  in- 
connue dans  la  première  équalion,  on  trouve: 

y  =  s  —  x  (3) 

Portons  cette  valeur  à  la  place  de  y  dans  l'équation  (2) 

S  —  07  a 

oh  x  =  sq  —  qx 

Cette  dernière  équation  donne  : 

x  +  qx  =  «g 

a?(l  +  9)=sg 

d'où  a;  =  -r3-- - 

1  +  9 

Mettons  cette  valeur  à  la  place  de  a:  dans  l'équation  (3)  : 

y-*        ç  +  1 

Réduisons  les  deux  termes  du  second  membre  au  même  déno- 
minateur : 

*?+*-*?        ou      y=  _• 

*  9  +  1  9  +  1 

Les  valeurs  des  inconnues  sont  : 


x=—4nr    et    y  = 


?+T    -    y_9+ï 

105.  Remarque.  La  méthode  par  substitution  s'emploie  avan- 
tageusement lorsqu'une  des  équations  donne  facilement  la  va- 
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leur  de  l'inconnue  à  éliminer,  tandis  que  l'autre  équation  est 
compliquée. 

2°  Élimination  par  comparaison. 

106.  L'élimination  par  comparaison  consiste  à  tirer  la  valeur 
d'une  même  inconnue  dans  les  deux  équations ,  et  à  égaler  ces 
valeurs. 

Soit  le  système  des  deux  équations 

hx  +  2y  =  29  (1) 

2o?  —  3y  =  4  (2) 

Isolons  x  dans  chacune  d'elles  : 

.~2^h.  <3) 

•-  i^*-  0) 

Mais  deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales  entre 
elles;  on  peut  donc  écrire  : 

_29-2y  =  H-%  (5) 

Le  système  proposé  peut  maintenant  être  remplacé  par  le  sys- 
tème des  équations  (3)  et  (5)  ou  (4)  et  (5).  Cette  dernière  équation 
étant  résolue ,  donne  : 

y=2 

Portant  la  valeur  de  y  dans  une  des  équations  (1)  ou  (4),  on  trouve  : 

x  =  5 
Les  inconnues  sont  donc  :  x  =  5  et  y  =  2. 

107.  Appliquons  cette  méthode  à  la  résolution  du  système 
suivant  : 

a?  — 2j/  =  a  (1) 

-y-=™  (2) 

Isolons  x  dans  chacuae  de  ces  équations 

x^a  +  îy  (3) 

*=^  (4). 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  on  trouve: 

-n^-  =  a  +  2y 

my  —  iy  =  2a 
(m— 4)2/  =  2a 
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2a 

d  ou  y  = t- 

a        m  —  4 

Portons  cette  valeur  dans  l'équation  (3)  : 

4a 


x  =  a 


m  —  4 

En  réduisant  les  termes  du  second  membre  au  même  dénomi- 
nateur, on  trouve  : 

am  —  ia-{-ia  am 

m  —  4  m  —  4 


108.  Si  l'on  avait  à  résoudre  le  système 

3a; +  2?/ =  42  (1) 

3x  —  iy  =  U  (2) 

On  pourrait  tirer  immédiatement  la  valeur  de  3a?  dans  les  deux 
équations ,  et  poser  : 

3a;  =  42  —  2i/  (3) 

3a?  =  24  +  4y  (4) 

Égalons  ces  valeurs  de  3a;,  il  vient: 

42-2y  =  24  +  4y 

18  =  6y 

d'où  y  =  3 

Cette  valeur  mise  à  la  place  de  y  dans  l'équation  (3)  donne  : 

3a;  =  42  —  6  =  36 

d'où  a;  =12 

3°  Elimination  par  réduction,   appelée  aussi   élimination 
par  addition   ou  par   soustraction. 

109.  L'élimination  par  réduction  consiste  d'abord  à  ramener 
au  même  coefficient  la  même  inconnue  dans  les  deux  équations; 
puis  : 

1°  Si  l'inconnue  choisie  a  des  signes  contraires  dans  les  deux 
termes  qui  la  contiennent,  on  additionne  membre  à  membre  les 
deux  équations  (n°  99); 

2°  Si  l'inconnue  a  des  signes  semblables,  on  retranche  une 
équation  de  l'autre,  et  le  système  obtenu  est  équivalent  au  pre- 
mier 'n°  100). 
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Pour  amener  une  inconnue  à  avoir  le  même  coefficient  dans 
les  deux  équations,  on  peut  multiplier  les  deux  membres  de 
chaque  équation  par  le  coefficient  de  cette  inconnue  dans  l'autre 
équation. 

On  peut  aussi  multiplier  chaque  équation  par  un  nombre  con- 
venablement choisi,  de  manière  à  obtenir  pour  coefficient  le 
! 'inconnue  à  éliminer  le  plus  petit  multiple  des  coefficients  de 
cette  inconnue  dans  les  deux  équations. 

110.  Soit  le  systèms  des  deux  équations  : 

5a?  —   y  =  5  (i) 

Zy  —  2a?  =11  (2) 

Pour  éliminer  a?,  multiplions  les  deux  membres  de  ia  première 
par  2  et  ceux  de  la  seconde  par  5  (n°  89);  ces  équations  de- 
viennent : 

10a?—   2y  =  10  (3) 

15i/ —  10a?  =55  (4) 

Les  termes  qui  contiennent  a?  ayant  des  signes  contraires,  addi- 
tionnons membre  à  membre  ces  deux  équations;  il  vient  : 

iZy  =  65  (5) 

Le  système  proposé  peut  maintenant  être  remplacé  par  le  sys- 
tème équivalent 

13t/  =  65  (6) 

5a?  —  y  =  5  (I) 

formé  de  l'équation  (5)  et  de  l'une  des  équations  (1)  et  (2). 

De  l'équation  (6)  on  tire 

y  =  5 
Cette  valeur  mise  dans  l'équation  (7)  donna  : 

5a?  —  5  =  5 
d'où  a?  =  2 

111.  Appliquons  cette  méthode  à  la  résolution  des  équations 

suivantes  : 

1°  Soit  le  système  des  deux  équations  : 
10^  f  17y=  97 
15a?  +   8y  =  128 
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Pour  éliminer  x,  multiplions  la  première  équation  par  3  et  la 
seconde  par  — 2,  il  vient  : 

30a?  +  51.y  =  29i 
—  30a?  —  16.y  =  —  256 
Additionnons  ces  deux  équations  : 

35*/  =  35 
d'où  y  =  1 

Cette  valeur  mise  à  la  place  de  y  dans  Tune  des  équations  (1) 
ou  (2)  donne 

a?  =  8 

2°  Soit  à  résoudre  le  système  des  deux  équations  : 
5a?  — 4y  =  30 
8y-|-5a?=90 

En  retranchant  la  première  de  la  seconde  on  trouve  immédia- 
tement : 

12.y  =  60 

d'où  y  =  5 

Cette  valeur  mise  à  la  place  de  y  dans  la  première  équation 
donne 

a?=10 

3°  Soient  encore  les  équations  : 

6a?  —  5y  =  8  (1) 

ly  —  2a?  =  8  (2) 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  seconde  par  3,  elle  devient  : 

21i/ —  6a?  =  24  (3) 

Ajoutons  ensemble  les  équations  (1)  et  (3),  les  termes  en  x 
disparaissent  et  l'on  a  : 

16î/  =  32 

J'où  y  =  2 

et  par  suite 

a?  =  3 

412.  Remarque.  La  méthode  par  réduction  est  plus  rapide 
que  les  précédentes,  surtout  lorsque  les  coefficients  d'une  in- 
connue sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations,  ou  lorsqu'on 
peut,  par  une  seule  opération,  rendre  ces  coefficients  égaux; 
dans  tous  les  cas,  elle  offre  l'avantage  de  ne  point  introduire  de 
dénominateurs. 
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§  IV.  —  Résolution  de  n  équations  du  1er  degré 
à  n  inconnues. 

113.  Règle.  Pour  résoudre  un  système  de  n  équations  à  n 
inconnues,  1°  on  élimine  une  des  inconnues  entre  une  de  ces 
équations  et  les  n  —  1  autres.  On  a  alors  un  nouveau  système 
de  n  équations  dans  lequel  une  équation  seulement  renferme 
toutes  les  inconnues,  les  n  —  1  autres  ne  renfermant  plus  que 
n  —  1  inconnues. 

2°  On  élimine  une  des  inconnues  entre  une  des  équations  du 
second  système  et  les  n  —  2  autres.  On  a  alors  un  nouveau  sys- 
tème de  n  équations  dans  lequel  une  équation  renferme  toutes 
les  inconnues;  une  autre,  n  —  1  inconnues,  et  n  —  2  équations 
contiennent  n  —  2  inconnues. 

En  procédant  de  la  même  manière,  on  arrive  à  un  système  de 
n  équations  dans  lequel  la  première  renferme  toutes  les  incon- 
nues, la  deuxième  en  contient  n  —  1 ,  la  troisième  n  —  2 ,  etc., 
de  telle  sorte  que  la  ne  équation  ne  renferme  plus  qu'une 
inconnue. 

3°  On  résout  cette  dernière  équation  et  l'on  trouve  pour  l'in- 
connue une  valeur  unique.  Cette  valeur,  mise  à  la  place  de 
l'inconnue  dans  l' avant-dernière  équation,  donne  une  équation 
à  une  inconnue  qui  n'a  aussi  qu'une  seule  racine.  Les  valeurs 
trouvées,  mises  à  la  place  des  inconnues  dans  l'équation  à  trois 
inconnues,  transforme  celle-ci  en  une  équation  équivalente  qui 
n'a  qu'une  seule  inconnue,  et,  par  suite,  une  seule  racine,  etc. 

On  arrive  ai?isi  à  trouver  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues, 
et  le  système  a  autant  de  racines  que  d'équations. 

114.  Appliquons  cette  règle  à  la  résolution  de  quelques  sys- 
tèmes d'équations. 

1°  Soit  à  résoudre  le  système  des  trois  équations  : 
$x—  y-\-  2*  =  2 
3y  —   a?  +   z  =  15 
3a7  +  2i/—  s  =  — 2 

Tirons  la  valeur  de  x  dans  l'une  des  équations,  la  deuxième 
par  exemple,  où  cette  inconnue  a  pour  coefficient  —  1.  On  a: 

«=—15  +  32/  +  * 
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Portant  cette  valeur  à  la  place  de  x  dans  les  deui  autres 
équations,  on  obtient  le  système: 

!?(_-15  +  3y  +  *)-  y  +  2*  =  S 
3  -15  +  3i/  +  z)  +  2-/-   *  =  -2 
Ces  équations  simplifiées  deviennent  : 
2j/+   z  =  ll 
lly  +  2*  =  43 

En  les  résolvant  par  une  des  méthodes  connues,  on  trouve: 
y  =  3    et    z  =  5 

Ces  valeurs  de  y  et  de  z  mises  dans  Tune  des  équations  (1), 
(9)  ou  (3)  donnent  : 

07  = 1 

2°  Soit  encore  le  système  des  trois  équation»  : 

2a?  +  3i/  +  kz  =  20  (1) 

3a?  +  2*  +  4i,=  i7  (2) 

4a?-f3*  +  2y=l7  (3) 

Isolons  x  dans  les  trois  équations  : 

37 g 

_  17_23  —  ky 
x—  3 

i7-3g-2y 
x -k 

Égalons  la  première  de  ces  valeurs  d'abord  à  la  deuxième, 
puis  à  la  troisième  : 

2Q  —  3y  —  kz         17  — 2g  — 4y 
2  —  3 

20  —  3y  —  4^         17  — 3g  — 2y 
2  -  i 

Ces  équations  simplifiées  deviennent  : 
y  -f  82  =  26 
fy-f  5z  =  23 
en  les  résolvant  on  trouve  : 

y  se  2    et    *  =  3 
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Ces  valeurs  mises  à  la  place  de  y  et  de  z  dans  l'une  des  équa- 
tions (1) ,  (2)  ou  (3)  donnent  : 

£C==1 

3°  Soit  enfin  le  système  des  quatre  équations  : 

ae  +  %  —  3j+4v  =  31  (1J 

Zx  —  4z-±-3y  —  u  =  8  (2) 

2#  +  3v  —  5z—   j/  =  13  (3) 

%x 4-  y—  z  +  2y  =  17  {&) 

Multiplions  la  première  par  6,  la  seconde  par  2,  la  troisième  et 
la  quatrième  par  3 ,  il  vient  : 

Gx  +  \îy  — 18*  +  24v  b=  186 
6a;—  8z  +  6y—  2u=  16 
6a?  +  9u  — 15*  —  3)/=  39 
6a;-f-  3u—  3z+  6y=  51 
En  retranchant  de  la  première  chacune  des  trois  autres,  on 
trouve  : 

6y  —  10*  +  26v  =  170 
15y_   3j  +  15u  =  U7 
6y  —  15*  +  21u  =  135 
Résolvant  ces  trois  équations ,  il  vient  : 

y  =  4,    z  =  l    et    u  =  6 

Ces  valeurs  mises  à  la  place  de  y,  de  z  et  de  o  dans  l'une  des 
équations  (1),  (2),  [3)  et  (4)  donnent  : 

a?  =  2 

H5.  Artifices  de  calcul.  Lorsqu'on  a  à  résoudre  un  système 
d'équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues,  on  peut 
souvent  s'affranchir  des  règles  que  nous  avons  données  pour 
l'élimination  et  arriver  plus  rapidement  au  résultat.  Pour  cela 
on  emploie  certains  artifices  de  calcul  qui  consistent  soit  dans 
le  choix  convenable  des  inconnues  à  éliminer,  soit  dans  la  com- 
binaison entre  elles  de  plusieurs  équations,  soit  dans  d'autres 
moyens  qu'une  longue  pratique  fait  trouver  : 

Voici  quelques  exemples  de  ces  simplifications  : 

1°  Soit  à  résoudre  le  système  des  deux  équations  : 
x  +  y  =  210 
x         y 
"ïu"-"30~ 
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La  seconde  équation  étant  formée  de  deux  rapports  égaux, 
ajoutons  les  numérateurs  entre  eux  et  les  dénominateurs  aussi 
entre  eux,  et  nous  aurons  un  nouveau  rapport  égal  à  chacun  des 
premiers  [n*  76)  : 

x-\-y  x  y 

70  40   ~  30 

or  x  -\-y  =  210 

210         x         y 
donc  -yQ-  =  -jg-  =  -fc 

En  égalant  le  premier  rapport  à  chacun  des  deux  autres,  on 
trouve  immédiatement  : 

x  =  120    et    y  =  90 

3°  Soit  le  système  des  trois  équation»  : 

x  +  y  =  a  (1) 

x  +  x  =  6  (2) 

y  +  '  =  c  (3) 

Additionnons  les  deux  premières  équations  et  retranchons -en 
la  troisième 

ix-\-y-\-x  —  y  —  *  =  a-r-6 —  c 

d'où  2a?  as  a  +  b  —  c 

a-\-b —  c 
x  =  —3~ 

Cette  valeur  mise  à  la  place  de  x  dans  les  équations  (1)  et  (2) 
donne  : 

6  +  c  —  a 
1  = '—s 


3»  Résoudre  le  système  des  trois  équations  t 

1  +  1  =  6 
x'x 

7+7=° 
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Représentons  — -,  —  »    -,  respectivement  par  af,  tf,  x' ;  les 
x     y      x 

équations  proposées  deviennent  : 

af-\-y'=a 

af+*  =6 

y1  -\-x'=c 

et  nous  retrouvons  le  système  du  n°  2  ;  on  a  donc  : 

._  a  +  b  —  c  .     ,_  a  +  c  —  b  .   _,_6  +  c  —  a 
2"       >  y  5        >  * —      ^ 

Il  faut  maintenant  résoudre  les  trois  équations 

j_ a-\-b —  c       1_ a-\-c —  6       1 6-f-c —  a 

x  3        '     y  2        '     «  2 

et  l'on  obtient  immédiatement  : 

x== 2 

a-\-b —  c 

2- 
V—    a  +  c  —  b 

2 


abc 


b-{-c  —  a 
i°  Résoudre  le  système  suivant  : 

m 

mx-^-ny-}~pz=:s  (2) 

Les  rapports  égaux  (1)  peuvent  s'écrire  (n°  100)  : 

mx=ny==Jjz  (3j 

ma      nb      pc 
Appliquons  à  ces  rapports  égaux  la  propriété  du  n°  76  : 

mx-\-ny-\~px mx ny pz 

ma-\-nb-\-pc    "~  ma        nb       pc 
ou ,  en  remplaçant  mx -\-ny-\-pz  par  s, 

s  x y_ z 

ma-^-nb-\-pc        a         6         c 


Par  suite 


x__  as 

ma  -f-  nb  -f-  pc 

bs 

y        ma  -f-  nb  -f-  pc 

es 

ma-±-nb-+-po 


EL. 
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5°  Résoudre  le  système  suivant  : 

x  —  y  =  a  fi) 

x*  —  y*  =  b  (2) 

La  seconde  équation  peut  s'écrire  : 

(x-\-y)(x  —  y)  =  b  (3) 

Divisons  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (1)  : 

(x  +  y)(x  —  y)  __  b 
x  —  y  a 

En  supprimant  le  facteur  x  —  y  commun  aux  deux  termes  du 
premier  membre,  on  a  : 

*  +  2/=  |  (4) 

Additionnons  membre  à  membre  les  équations  (1)  et  (4),  on 
trouve  : 

ïx  =  a+*-=  a*+b 
1    a  a 

d'où  x=  a*  +  6 

la 

Retranchons  l'équation  (1)  de  l'équation  (4)  : 


ly  =  - a  = 


d'où 


a 
b  —  a» 
2a 


§  V.  —  Problèmes  du  premier  degré. 

116.  La  résolution  de  tout  problème  exige:  1°  la  mise  en  équa- 
tions* 2°  la  résolution  des  équations. 

Un  problème  est  déterminé  lorsque  son  énoncé  fournit  autant 
ff  équations  différentes  qu'il  renferme  d'inconnues. 

Il  est  indéterminé  s'il  fournit  moins  d'équations  qu'il  n'a  d'in- 
connues. 

Si  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que  celui  des  incon- 
nues, les  équations  en  excès  sont  appelées  équations  de  condi- 
tion. 

417.  MUe  en  équation*.  Il  n' existe  point  de  règle  générale  qui 
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permette  de  trouver  immédiatement  l'équation  unique  ou  les 
équations  répondant  à  l'énoncé  d'un  problème.  On  peut  cepen- 
dant, dans  bien  des  cas,  adopter  la  marche  suivante.  On  sup- 
pose la  réponse  trouvée,  et  l'on  indique,  à  l'aide  des  signes 
algébriques,  les  opérations  à  effectuer  pour  vérifier  l'exacti- 
tude de  cette  réponse. 

118.  Problème  i.  Quel  est  le  nombre  qui,  augmenté  de  16,  devient 
triple  de  ce  qu'il  était  d'abord? 

Soit  x  ce  nombre. 

D'après  l'énoncé,  en  ajoutant  16  à  x  on  doit  trouver  3  fois  le  nombre 
x  ou  3x;  de  là  l'équation  : 

»  +  16  =  3as 
16  =  2aî 

d'où  x  =  8 

119.  Problème  II.  Partager  100  fr.  entre  trois  personne» ,  de  ma- 
nière que  la  deuxième  ait  10  fr.  de  plus  que  la  première,  et  la  troi- 
sième 20  fr.  de  plus  que  la  deuxième. 

Appelons  x  la  part  de  la  première. 
La  part  de  la  deuxième  sera    x  + 10 
et  celle  de  la  troisième  x  +  10  +  20. 

En  ajoutant  les  trois  parts,  on  devra  trouver  100;  donc 
x  +  x  + 10  +  05  +  10  +  20  =  100 

transposons  *  +  x  +  x  =  100  — 10  — 10  —  20 

3x  =  60 
a;  =  20 

Ainsi ,  la  part  de  la  première  est  20  fr.  ;  celle  de  la  deuxième  sera 
20  + 10  ou  30,  et  celle  de  la  troisième  30  +  20  ou  50  fr. 

120.  Problème  m.  Un  ouvrier  n'a  que  12  fr.  lorsqu'on  lui  paye 

2 
6  jour*  de  travail;  il  achète  alors  un  habit  qui  lui  coûte  les  -g-  de  son 

avoir;  mais  après  8  jours  de  travail  on  le  paye,  et  il  se  trouve  posses- 
seur de  49  fr.  :  trouver  le  prix  de  sa  journée. 

Soit  x  le  prix  de  la  journée. 

Après  la  première  paye,  l'ouvrier  a    12  +6as. 

2  1 

Il  dépense  les  y  de  cette  somme,  il  lui  reste  donc  le  g-  de  12  +  6x  ou 

12  +  6x 
3~~ 
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Après  la  seconde  paye,  il  a  — "T  X  +  8x;  alorg  il  possède  49  fr.  ; 
de  là  l'équation  : 

i*  +  *L+to-49 

Au  lieu  de  chasser  le  dénominateur  3  par  le  procédé  ordinaire,  on 

12-4-  6x 
peut  ici  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  n par  3,  ce  qui 

ne  change  pas  sa  valeur,  et  l'on  a  : 

4  +  2x  +  8x  =  49 

10x  =  49  — 4 

45 
*  =  -g-  =  4fr.  50 

121.  Problème  iv.  Un  bassin  est  alimenté  par  2  robinets;  l'un  peut 
le  remplir  en  5  heures,  e  Vautre  en  3;  on  ouvre  les  deux  robinets  et 
l'on  demande  en  combien  de  temps  le  bassin  sera  plein. 

Représentons  par  x  le  temps  cherché  et  par  1  la  capacité  du  bassin. 

En  1  heure  le  premier  robinet  remplira  -=-  du  bassin;  dans  le  même 

\ 

temps  le  second  remplira  -g-  du  bassin. 

Les  deux  robinets  rempliront  donc  en  une  heure  -g-  ■+•  -g-  du  bassin, 

et  en  x  heures  ils  rempliront  x  fois  plus  ou  ( -^  +  -g-  Xx,  alors  le 
hassiD  sera  plein;  donc  : 

(■£■44)»* 

3oc  +  5;r  =  15 
8x  =  15 

x  =  —q-  ou  1  heure  -g- 

122.  Gêné; alisons  cette  question,  c'est-à-dire  rendons-la  indépen- 
dante des  nombres  3  et  5.  Pour  cela  énonçons  le  problème  comme  il 
suit  : 

Problème  V.  Un  bassin  est  muni  de  deux  robinets;  l'un  peut  le 
remplir  en  t  heures,  l'autre  en  t'  heures;  on  ouvre  les  deux  robinets, 
et  l'on  demande  en  combien  de  temps  le  bassin  sera  plein. 

Ea  une  heure,  le  premier  robinet  remplira  -r-  du  bassin,  et  le  se- 
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cond  -x ,  en  tout  -j-  +-jr  ;  en  x  heures  ils  rempliront  x  fois  y  +  y, 
alors  le  bassin  sera  plein ,  et  l'on  aura  l'équation  : 

(M)~« 

Cx  +  lx  =  tC 
x[t  +  ()  =  tf 
W 

L'expression   x  =  -,  ,  .,    est  une  formule;  elle  peut  s'appliquer  à 

tous  les  problèmes  analogues  à  celui  que  nous  Tenons  de  résoudre. 

Si  on  l'applique  au  problème  précédent,  on  trouve,  en  remplaçant 
t  par  5  et  t'  par  3 , 

3x5       .  ,  7  .  . 

x=-g-^-Q-==l  heure  -g-,  comme  ci-dessus. 


123.  Problème  VI.  Dans  un  triangle  dont  la  base  est  b  et  la  hau- 
teur h ,  inscrire  un  rectangle  s'appuyant  sur  b  et  ayant  d  met.  de 
différence  entre  ses  deux  dimensions  (voir  la  figure  ci -dessous). 

En  appelant  x  la  base  MN  ou  EF,  la  hauteur  HD  sera  as  — d, 

Les  triangles  semblables  CEF ,  CAB ,  donnent  : 

EF  _  CH 
"AB~~  CD 


CH  =  CD  — HD    ou 
on  aura  donc  : 
(1) 


h— {x—d) 


x        h — x +d 
T  = h 


(2) 


hx  =  bh  —  bx  +  bd 
hx  +  bx  =  bh  +  bd 
{h  +  b)x  =  b{h  +  d) 
b(h  +  d) 
x~       K+b 


La  hauteur  HD  =  x  —  d  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  cette  expres- 
sion x  par  sa  valeur,  et  l'on  aura 
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réduisons  — d  au  même  dénominateur  que  le  terme  qui  précède;  pour 
cela,  multiplions  et  divisons  — d  par  h  +  b. 

b(h  +  d)        d{h  +  b) 
nu—      h+b  h+b 

UI,       bh  +  bd —  dh  —  bd 
HD= h+-b— 

Hn       bh  —  dh  h(b  —  d) 

HD=-T+F-    ou        h  +  b*  pï 

Les  deux  dimensions  sont  donc  : 

b(h  +  d)  h{b-d) 

h  +  b        ei        h  +  b 

Ln  faisant  dans  ces  formules  6  =  64,  /i  =  36  et  d  =  14,  on  trouve 

x  =  32    et    HD  =  18 

On  aurait  pu  arriver  plus  rapidement  à  la  valeur  de  x  en  procédant 
comme  il  suit  : 

La  somme  des  numérateurs  des  rapports  égaux  qui  forment  l'équa- 
tion (1)  est  x  +  h  —  x  +  d,  soit  h  +d. 

Celle  des  dénominateurs  est  6  -f-  h; 
on  aura  donc  [n*  76). 

h  +  d  _  x 
~b  +  h~ — b~ 

b(h  +  d) 

La  longueur  HD  étant  connue,  on  la  porte  de  D  en  H  sur  DC,  du 
point  H  on  mène  une  parallèle  à  AB,  et  des  points  E,  F  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  AB;  on  a  ainsi  le  rectangle  MEFN. 

Remarque.  Si  d  est  nul,  les  deux  dimensions  sont  égales  et  le  rec- 
tangle devient  un  carré. 

Si  l'on  fait  d  =  0  dans  les  formules  (2)  et  (3),  les  valeurs  de  x  et  de 
UD  deviennent  l'une  et  l'autre 

bh 
b  +  h 

124.  Problème  vu.  Connaissant  s  la  somme  de  deux  nombres,  et 
d  leur  différence,  trouver  ces  deux  nombres. 

En  appelant  x  le  grand  nombre  et  y  le  petit,  on  a  : 
x  +  y  =  s 
x  —  y  =  d 
additionnons  ces  deux  équations,  il  vient: 
2x  =  s  +  d 

doù  «  =  -54-^ 
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Retranchons  la  seconde  de  la  première  : 
2y  =  «  — d 

d'où  y=-^  W 

On  voit  par  les  formules  (1)  et  (2)  que  lorsque  l'on  connaît  la  somme 
de  deux  nombres  et  leur  différence,  le  grand  nombre  égale  la  demi- 
somme  plus  la  demi -différence,  et  le  petit  nombre,  la  demi -somme 
moins  la  demi -différence. 

125.  Problème  vin.  Trouver  le  périmètre  d'un  triangle,  connais- 
sant la  différence  à  de  deux  côtés,  et  les  deux  segments  m  et  n  que  dé- 
termine, sur  le  troisième  côté,  la  bissectrice  de  l'angle  compris  entre 
les  deux  premiers. 

Soient  a:  et  y  les  côtés  inconnus,  les  équa- 
tions du  problème  seront  (voir  Géométrie). 

x-y  =  d  (1) 

<l=™.  (2) 

Isolons  as  dans  chacune  de  ces  équations  : 


d'où 


x  =  d  +  y 

(3) 

n 

(*) 

eurs  de  x  on  trouve  : 

d  +  y  =  -^- 

dn  +  ny  =  my 

dn  —  y  [m  —  n) 

dn 
*       m  —  n 

Portons  cette  valeur  dan»  l'équation  (3) 
«  =  <*  +  «, 


En  réduisant  les  termes  du  second  membre  au  même  dénominateur, 
on  trouve  : 

dm  —  dn  -f-  dn  dm 


Les  côtés  sont  donc 


m  —  n 
dm 


m  —  n 
et  le  périmètre  demandé  sera  : 


et 


m- 

dn 


dm  +  dn 
^         m  —  n       '       ^ 
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ou  en  réduisant  m  et  n  au  même  dénominateur  que  les  termes  pré- 
cédents : 

o    _  dm  +  dn  -f-  m*  +  mn  —  mn  —  n' 


_    _  dm  +  dn  +  m*  —  n* 


doù 


Remarque.  A  l'aide  d'un  artifice  de  calcul  on  arrive  plus  rapidement 
à  la  valeur  des  inconnues. 

En  effet  l'équation  (2)  étant  formée  de  deux  rapports  égaux,  on  peut 
écrire  (n»  74): 

x  —  y  _  m  —  n 
y      ~      « 
or  x  —  y  =  d,  donc  on  a  : 

d  _  m  —  n 
y  ~      n 
_      dn 
"       m  —  n 

L'équation  (2)  peut  encore  s'écrire,  en  renversant  les  rapports  ei 
changeant  leurs  signes  : 

—y  _  -» 

x  m 

d'où  (n»74), 

x  —  y  _  m  —  n 
x      —      m 
or  x  — y  =  d,  donc 

d_  _  m  —  n 
x  ~      m 


d'où 


dm 


126.  Problème  ix.  Décrire,  des  sommets  d'un  triangle  comme  centra, 
trois    circonférences    tangentes    entre 
elles  extérieurement. 

Supposons  le  problème  résolu  et 
soient  A,  B,  C  les  trois  circonférences. 

Appelons  x,  y ,  *,  leurs  rayons,  a, 
b,  c,  les  côtés  du  triangle  et  p  le 
demi-périmètre,  on  aura  : 

x  +  y  =  a 
x+  s  =  b 

Additionnons  ces  trois  équations,  on  trouve: 

2a>-r-2y+2*  =  a  +  6  +  eou  2j» 
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Divisons  les  deux  membres  par  2 

Si  de  cette  dernière  équation  on  retranche  successivement  chacune  des 
trois  premières ,  on  trouve  : 

z—p —  a,    y  =  p  —  b,    x  =  p —  c. 

127.  Problème  x.  Les  côtés  d'un  rectangle  sont  15™  et  8m;  trouver 
les  côtés  d'un  second  rectangle  semblable  au  premier  et  ayant  24  mètre» 
ie  différence  entre  la  somme  de  tes  dimensions  et  sa  diagonale. 

Soient  ce  et  y  les  côtés  cherchés  et  z  la  diagonale. 

La  diagonale  du  rectangle  donné  est  y/15*  -f-  8»,   ou  17. 

Les  figures  étant  semblables ,  on  aura  les  équations  suivantes  : 

x         y         z 

■ra— r- tt  w 

x  +  y —  «  =  24 
En  égalant  le  second  rapport  à  chacun  des  deux  autres  on  a  : 

a;— -g—,    z_    8 

Ces  valeurs  portées  dans  la  seconde  équation  donnent 

8    -ry        8    —& 

15y  +  8y  —  17y=192 
d'où  y  =32 

et  par  suite  ce  =  60 

Remarque.  Les  valeurs  des  deux  inconnues  s'obtiennent  rapidement 
au  moyen  d'un  artifice  de  calcul. 

Les  égalités  (1)  étant  formées  de  rapports  égaux,  on  peut  écrire 
(n.  76)  : 

x+y—z  x _ y  . 

15  +  8  —  17        15  """S"  ' 

Or  x  +  y  —  %  =  24 ,  on  a  donc 

Ji_  x      y 

6    ""TS"™  8 

Egalons  le  premier  rapport  à  chacun  des  deux  autres ,  il  vient  : 
24x15 
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§  VI.  —  Des  inégalités. 

128.  Une  inégalité  est  l'expression  de  deux  quantités  dont 
l'une  est  plus  grande  que  l'autre. 

Exemple.  5a;  -f-  4  >  kx  -f-  2 

Le  premier  membre  d'une  inégalité  est  la  quantité  placée  à 
gauche  du  signe  >  ou  <  ;  le  second,  la  quantité  placée  à  droite. 

On  peut  faire  sur  les  inégalités  la  plupart  des  transformations 
qu'on  fait  subir  aux  équations. 

129.  Proprié téi  de*  inégalités.  1°  On  peut,  sans  troubler  une 
inégalité,  augmenter  ou  diminuer  ses  deux  membres  d'une 
même  quantité. 

En  effet,  si  l'on  a  m>n 

on  aura  aussi 

m-\-p>n-\-p    et    m — p  >  n  —  p 

car  la  différence  qu'il  y  a  entre  m  et  n  existera  encore  lorsqu'oi 
aura  augmenté  ou  diminué  de  p  ses  deux  membres. 

Il  résulte  de  là  qu'on  peut  faire  passer  un  terme  de  l'un  des 
membres  d'une  inégalité  dans  l'autre ,  en  ayant  soin  de  changer 
son  signe. 

130.  2°  On  peut,  sans  troubler  une  inégalité,  multiplier  ou 
diviser  tous  ses  termes  par  un  même  nombre  positif;  mais  si 
l'on  multiplie  ou  si  l'on  divise  tous  ses  termes  par  un  nombre 
négatif,  l'inégalité  change  de  sens. 

En  effet,  si  l'on  a  A>B 

on  peut  écrire 

A  —  B>0 
Multiplions  les  deux  membres  par  m, 
(A  —  B)m>0 

Si  m  est  positif,  le  premier  membre  est  plus  grand  que  zéro 
et  l'on  a  : 

mA  —  mB  >  0 
J 'où  mA  >  raP 
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Si  m  est  négatif,  le  premier  membre  est  plus  petit  que  zéro, 
et  l'on  devra  écrire  : 

mA  —  mB  <  0 

d'où  mA  <  mB 

131.  Conséquences.  1°  Si  l'on  change  les  signes  de  tous  les 
termes  d'une  inégalité,  on  change  le  sens  de  cette  inégalité;  car 
cela  revient  à  multiplier  les  deux  membres  par  —  1. 

2°  On  fait  disparaître  les  dénominateurs  d'une  inégalité  en 
multipliant  les  deux  membres  de  l'inégalité  par  le  produit  des 
dénominateurs.  Si  ce  produit  est  négatif,  il  faut  changer  le  sens 
de  l'inégalité. 

S«»  T=7r>7 

Si  l'on  a  b  —  h  >  0,  on  écrira  : 

ad>c(b  — h) 
Si  6  —  h  <  0 ,  on  devra  écrire  : 

ad<c{b  —  h) 

432.  On  ne  peut  donc  faire  disparaître  les  dénominateurs 
d'une  inégalité  qu'autant  qu'on  connaît  le  signe  du  dénominateur 
commun  par  lequel  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'inégalité. 

133.  3°  On  peut  additionner  membre  à  membre  plusieurs 
inégalités  de  même  sens,  et  l'on  a  encore  une  inégalité  de 
•même  sens  que  celles  sur  lesquelles  on  a  opéré;  car  les  membres 
de  gauche  étant,  par  exemple,  plus  grands  que  les  membres  de 
droite,  la  somme  des  premiers  sera  encore  plus  grande  que  celle 
des  derniers. 

Mais  si  l'on  additionne  des  inégalités  de  sens  contraire,  on  ne 
peut  pas  savoir  de  quel  sens  sera  l'inégalité  résultante,  ni  même 
si  le  résultat  exprimera  une  inégalité. 

r  134.  4°  On  peut,  d'une  inégalité,  retrancher  une  autre  inéga^v 

lité  de  sens  contraire,  et  le  résultat  est  une  inégalité  de  même/ 

»ens  que  la  première. 
•    Mais  on  ne  peut  pas  soustraire  membre  à  membre  deux 

Inégalités  de  même  sens;  car  on  ne  sait  pas  quel  sera  le  ré- 
I  mltat  de  la  soustraction. 

Exemples.  Les  inégalités 

8>5 
6>1 
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étant  soustraites  l'une  de  l'autre  donnent  2  <  4,  tandis  que  les 
inégalités 

6<15 

4  <13 

donnent  2  =  2  si  on  les  retranche  membre  à  membre.  Dans  le 
premier  cas  nous  avons  obtenu  une  inégalité  dont  le  sens  est 
différent  de  celui  des  premières ,  et  dans  le  second  nous  avons 
eu  une  égalité. 

135.  5°  On  peut  élever  au  carré  les  deux  membres  d'une 
inégalité  ou  en  extraire  la  racine  carrée  lorsque  ces  membres 
sont  essentiellement  positifs,  et  l'on  a  toujours  une  inégalité 
de  même  sens; (car  oi  le  premier  mpmbre  est  pluo  grand  que  le 
second,  son  carré  sera  aussi  plus  grand  que  celui  du  second;  il 
en  sera  de  même  de  sa  racine  carrée)  Mais  si  les  deux  mem- 
bres ne  sont  pas  tous  deux  positifs .  l'élévation  au  carré  peut 
changer  le  sens  de  l'inégalité. 

Exemples.  Si  l'on  a 

—  a>  — 6 
on  devra  écrire ,  en  élevant  au  carré  : 

a*<b* 
De  même  si  l'on  a 

5>  — 8 
il  faudra  écrire  : 

-25  <  64 

3 

136.  Exercice  I.  Trouver  un  nombre  entier  tel  que  ses  „  ,  di- 
minues de  i2,  soient  plus  grands  que  sa  moitié  augmentée 
oe2. 

Soit  x  ce  nombre.  On  aura  d'après  l'énoncé  : 

-^_12>|-+2 

chassons  les  dénominateurs  : 

6x  —  120>5<r  +  20 

ou  x  >  140 

Ainsi  tous  les  nombres  entiers  plus  grands  aue  140  satisfo 
à  l'énoncé. 
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Exercice  II.  Quels  sont  les  nombres  entiers,  positifs  ou 
négatifs,  qui  peuvent  satisfaire  aux  deux  inégalités  sui- 
vantes : 

5x  —  6>3a?  — 14 

^^-<*  +  12 

De  la  première ,  on  tire  :    x  >  —  4 

18  3 

et  de  la  seconde ,       x  <  -p-     ou    3  -f-  -r 

Les  nombres  demandés  seront  donc  : 

—  3  —  2  —  1  .0.1.2.3. 

o 

car  ils  sont  tous  compris  entre  — 4  et  3-f-  -g-. 


§  VII.  —  Discussion  de  l'équation  générale 
du  lor  degré  à  une  inconnue. 

137.  Une  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue  peut  tou- 
iours  être  ramenée  à  la  forme  : 

ax  =  b,    dou    a?  =  — 

/dans  laquelle  les  lettres  a  et  b  tiennent  la  place  de  valeurs  con^ 
(  nues ,  positives  ou  négatives ,  ou  même  nulles  ;  chacune  d'elles 
vpouyant  d'ailleurs  représenter  un  polynôme.  C'est  cette  valeur' 
de  x  que  nous  allons  discuter. 

138.  Discussion.  1°  Si  a  n'est  pas  nul,  on  a  toujours  pour  x 
une  valeur  positive,  négative  ou  nulle  qui  vérifie  l'équation 

ax  =  b 

2°  Si  a  est  nul ,  on  a  x  —  -?r  ;  l'équation  devient  en  effet 

Oxx  =  b 
Elle  ne  peut  donc  être  vérifiée  par  aucune  valeur  finie  de  x, 
Ainsi  jr  indique  l'impossibilité. 

139.  Remarque.  L'expression  jr  se  représente  parle  signe  oc, 

qui  est  le  symbole  de  V infini.  fl)n  se  rend  compte  de  cette  ap- 

3* 
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pellation  en  remarquant  qu'une  quantité  finie  divisée  successi- 
vement par  des  quantités  de  plus  en  plus  petites  et  tendant  vers 
zéro,  donne  des  quotients  de  plus  en  plus  grands,  qui  tendent 
vers  l'infini. 

Si  6  est  négatif,  l'expression  -^  =  —  oc 

3°  Si  a  et  6  sont  nuls  en  même  temps ,  on  a  x  =  -q-  ;  l'équa- 
tion devient  en  effet 

0X2C  =  0 

or,  toute  valeur  finie  de  x  multipliée  par  0  donne  0;  donc  l'é- 
quation est  vérifiée,  quel  que  soit  x.  Ainsi  -^  est  le  symbole  de 
l'indétermination. 

140.  Remarque  I.  Le  symbole  -7T  n'indique  pas  toujours  l'in- 
détermination, car  il  peut  arriver  qu'une  expression  fraction- 
naire prenne  cette  forme  pour  certaines  valeurs  de  l'inconnu  et 
non  pour  d'autres,  et  cela  parce  qu'il  y  a  au  numérateur  et  au 
dénominateur  un  facteur  commun  qui  devient  nul  pour  les  va- 
leurs en  question.  En  supprimant  ce  facteur  on  lève  l'indéter- 
mination. 

141.  Exemples.  1°  Soit  la  fraction  x  =  /^~« 
elle  devient  x  =  -H-  quand  on  fait  y  =  2. 

Mais  la  fraction  proposée  peut  s'écrire  : 

x~  i(y-î\ 

Si  l'on  supprime  le  facteur  y  —  2 ,  commun  aux  deux  termes , 

3 
on  trouve  x  =  -j 

2°  Soit  encore  la  fraction  y  =  - —     ». 

[X  —  O) 

elle  devient  y  =  -g- ,  pour  x  =  3. 

Hais  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  : 
5(g-3) 
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alors  en  supprimant  le  facteur  x  —  3  commun  aux  deux  termes , 

5 

ontror/e  y  =  x_$ 

5 

expression  qui  devient  infinie  pour  a?  =  3,  car  alors  j/  =  -g-, 

Q?  ™"  OCp 

3°  Soit  enfin  la  fraction  y  =  — ^ r 


a 
elle  devient  2/=-7T  pour  a  —  x. 

Si  l'on  remarque  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
divisibles  par  a  —  x  (44, 1°),  on  pourra  supprimer  ce  facteur, 
et  on  aura  : 

a*  +  ax  4-  x* 

2/=  — ~ — i — ■ 

J  a-\-x 

alors  si  l'on  fait  a  =  x,  la  valeur  de  y  devient 

3a*     n      3a 

y=-w  ou  t 


§  VIII.—  Formules  générales  pour  la  résolution  de 
deux  équations  du  1er  degré  à  deux  inconnues. 


142.  Deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues 
peuvent  toujours  être  ramenées  à  la  forme 

ax-\-by  =  c  (1) 

les  quantités  a,  6,  c,  a',  b' ' ,  c',  représentant  des  valeurs  con- 
nues positives  ou  négatives,  ou  même  nulles. 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  par  b'  et  ceux 
de  la  seconde  par  b;  on  obtient  en  retranchant  la  seconde  de  la 
première  : 

ab'x  +  bb'y  —  a'bx  —  bb'y  =  cb'  —  bd 

d'où  x=ch'rlC\  13) 

ao — ba'  y  ' 

Multiplions  encore  les  deux  membres  de  la  première  par  a'  et 


\ 
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ceux  de  la  seconde  par  ar  et  retranchons  ensuite  la  première 
de  la  seconde  : 

aa'x  -\-  ab'y  —  aa'x  —  a'by  =  ac'  —  cd 

a^\  .         ac'  — ca'  ll\ 

d0U  y=  ab'-bcT  {*> 

143.  Règle.  En  examinant  les  formules  (3)  et  (4),  on  voit  que 
pour  former  le  dénominateur  commun,  on  permute  les  deux 
lettres  a  et  b  et  Von  obtient  ab,  ba;  on  met  le  signe  moins 
entre  les  deux  termes  et  l'on  accentue  la  dernière  lettre  de 
chaque  terme.  Pour  former  le  numérateur  de  x,  on  remplace, 
dans  le  dénominateur,  a  et  a',  coefficients  de  x,  par  c  et  c', 
quantités  connues. 

Pour  iormer  le  numérateur  de  y,  on  remplace,  dans  le  déno- 
minateur, b  et  b',  coefficients  de  y,  par  c  et  c',  quantités 
connues. 


144.  Discussion.  I.  Le  dénominateur  n'est  pas  nul.  Dans  ce 
cas,  il  y  a  toujours  pour  x  et  pour  y  une  valeur  positive,  néga- 
tif ou  nulle  qui  vérifie  les  équations. 

II.  Le  dénominateur  est  nul. 
Considérons  les  deux  cas  suivants  : 

143.  1er  Cas.  Le  numérateur  de  l'une  des  inconnues,  de  i, 
far  exemple,  n'est  pas  nul,  de  sorte  que  la  valeur  de  x  est  de 

la  forme  ^-.  Nous  disons  que  la  valeur  de  y  sera  de  la  même 

forme,  et  que  les  deux  équations  sont  incompatibles. 

Puisque  le  dénominateur  commun  est  nul,  on  a  : 

abr  =  ba',    d'où     4- = -jt 
a         b 

Le  numérateur  de  x  n'étant  pas  nul ,  on  peut  écrire  : 

cb'  ^  bd 

c  <r  b 

d'où,  en  remplaçant  -rr  par  — T , 


et  ca 


c  <-  a 
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Ainsi  le  numérateur  de  y  n'est  pas  nul,  et  la  valeur  de  cette 

inconnue  est  bien  de  la  forme  -jy-.  Les  équations  ne  sont  donc 

vérifiées  par  aucune  valeur  finie  de  x  et  de  y  (n°  138);  par 
suite,  ces  équations  sont  incompatibles. 

Afin  de  montrer  que  les  équations  sont  incompatibles ,  écri- 
vons : 

ab'  =  ba',    d'où    ^-  =  S-=k,   et  —  =&', 

'  a         b  c 

Dès  lors ,  a'  =  ak,     b'  =  bk,    d  =  ctf 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (2) ,  il  vient  : 

akx  -\-  bky  =  ck" 

ckf 
ou  ax  +  by  =  -£- 

On  voit  que  cette  dernière  équation  est  incompatible  avec 
ax  -{-by  =  c  (1) ,  car  k'  est  différent  de  k. 

146.  2e  Cas    Le  numérateur  de  l'une  des  inconnues ,   dex 
par  exemple,  est  nul,  de  sorte  que  la  valeur  de  x  est  de  la 

forme  -».  Nous  disons  que  la  valeur  de  y  est  de  la  même 

forme,  et  que  les  deux  équations  sont  identiques. 

Le  dénominateur  commun  et  le  numérateur  de  x  étant  nuls , 
on  a: 


b' 


Ainsi  le  numérateur  de  y  est  nul,  la  valeur  de  cette  incon- 
nue est  bien  de  la  forme  jr,  et  les  équations  sont  vérifiées  par 

une  infinité  de  valeurs  de  x  et  de  y  (n°  139). 

Afin  de  montrer  que  les  équations  sont  identiques  et  que  1« 
système  est  indéterminé ,  posons  : 

a'  _b'        d       .  J 


ab' 

=  ba',    d'où 

a       7T 

cbf 

=  bd,     d'où 

b'       d 

a 

,  il  vient  : 

a 

d      A,  . 
=  — ,    dou 

ad  =  ca! 

70  ÉLÉMENTS   D'ALGÈBRE 

Dès  lors, 

a! —  ak,     b'  —  bk,    d  =  ck 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (2) ,  il  vient  : 

axk  -f-  byk  =  ck 

D'où  l'on  voit  que  l'équation  (2)  n'est  autre  que  l'équation  (1) 
dont  les  membres  ont  été  multipliés  par  k  (n°  89).  Le  système 
est  donc  indéterminé. 

147.  Applications.  I.  On  a  du  blé  de  deux  qualités;  quand  on  mêle 
3  mesures  de  la  première  et  deux  de  la  seconde,  la  mesure  vaut  20  fr.  2, 
et  quand  on  mêle  2  mesures  de  la  première  et  3  de  la  seconde,  la  me- 
sure vaut  19  fr.  80  :  trouver  le  prix  de  ces  deux  qualités  de  blé. 

Soient  x  le  prix  de  la  première  qualité  et  y  celui  de  la  deuxième, 
on  a  : 

3x  +  2y  =5x20,2    ou    101 
2x  +  3y  =  5  x  19,8    ou    99 

Pour  appliquer  les  formules  générales,  il  faut  remplacer  dans  ces 
formules  a  par  3,  6  par  2,  c  par  101,  a'  par  2,  6'  par  3,  &  par  99; 
on  trouve  : 

.,       101x3-2x99       0,  .      „. 

X=     3x3-2x2     =21  fraDC1- 

3X99-101X2  =19fraQC8. 


3x3-2x2 


II.  Trouver  une  fraction  telle  que  si  l'on  ajoute  10  à  son  numéra- 
teur et  &  à  son  dénominateur  sa  valeur  devienne  égale  à  1 ,  et  que  si 
l'on  retranche  6  de  son  numérateur  et  qu'on  ajoute  10  à  son  dénomi- 
nateur sa  valeur  devienne  -g  . 

Appelons  x  et  y  le  numérateur  et  le  dénominateur,  on  aura  : 

-y-+&~~  y+io     * 

Faisons  disparaître  les  dénominateurs  et  simplifions. 
x  —  y  =  —  4 
5œ  —  y  =  40 

Sous  cette  forme,  nous  pouvons  appliquer  les  formules  générales. 
En  remplaçant  dans  ces  formules  a  par  1,  6  par  —1,  c  par  —4, 
à  par  5,  6'  par  —1  et  c'  par  40,  on  trouve  : 
-4(-l)-(-l)40 
*-      1(  —  D— (  —  1)5  " 


La  fraction  est  donc 


lx40-(-4)5__1B 
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148.  Remarque*  L.es  exercices  qui  précèdent,  le  second  surtout, 
montrent  que  l'emploi  de  la  formule  générale  ne  conduit  pas  plus  ra- 
pidement à  la  solution  d'un  problème  que  la  résolution  directe  des 
équations. 


§  IX.  —  Interprétation  des  valeurs  négatives 

trouvées  dans  la  résolution  d'un  problème. 

—  Divers  cas  d'impossibilité  et  d'indétermination. 

149.  La  résolution  d'un  problème  conduit  quelquefois  à  une 
solution  négative;  une  telle  solution  indique  parfois  une  impos- 
sibilité; cependant,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  la  valeur  né- 
gative peut  être  interprétée  si  l'on  tient  compte  du  principe  sui- 
vant, formulé  par  Descartes. 

180.  Principe  de  Descartes.  Lorsqu'une  grandeur  peut  être 
comptée  dans  deux  sens  opposés,  si  l'on  convient  de  regarder 
zomme  positives  les  grandeurs  comptées  dans  un  sens}  il  fau- 
dra regarder  comme  négatives  les  grandeurs  comptées  dans 
le  sens  contraire. 

181.  D'après  ce  principe,  qui  n'offre  que  très  peu  d'exceptions, 
les  solutions  négatives  trouvées  pour  des  problèmes  sur  la  durée, 
'espace,  les  degrés  de  température,  etc.,  pourront  généralement 
•ecevoir  une  interprétation. 

1°  S'il  s'agit  de  la  durée,  une  solution  négative  indiquera  qu'il 
'audra  prendre  le  temps  avant  V époque  adoptée  pour  origine 
;t  non  après. 

i  2°  S'il  s'agit  des  degrés  de  température,  une  solution  négative 
èra  connaître  qu'on  devra  prendre  les  degrés  au-dessous  du  zéro 
lu  thermomètre  et  non  au-dessus. 

:  3°  S'il  s'agit  de  l'espace  et  qu'on  ait  regardé  comme  positives 
o  les  grandeurs  prises   sur  une 

1 ligne  xy  à  droite  d'un  point  o, 

v     une  solution  négative  indiquera 
[ue  la  longueur  trouvée  devra  être  prise  à  gauche  de  ce  point. 

182.  Introduction  des  nombres  négatifs  dans  let  données  d'un 

troblème.  Non  seulement  le  principe  de  Descartes  fournit  le 
noyen  d'interpréter  les  solutions  négatives ,  mais  il  permet  en- 
:ore  d'introduire  des  nombres  négatifs  dans  les  données  d'un 
troblème,  et  de  traiter  certaines  questions  d'une  manière  tout  à 
ait  générale. 
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i83.  Exemple.  Proposons -nous  de  déterminer  la  différence  de 
température  de  deux  corps  dont  les  températures  respectives 
sont  /  et  t',  t  étant  une  température  plus  élevée  que  t . 

1°  Les  deux  températures  sont  au-dessus  du  zéro  du  thermo- 
mètre. 
Dans  ce  cas  la  différence  demandée  sera 

x  —  t  —  t  (1) 

2°  La  température  t  est  au-dessous  de  zéro.  Cette  fois  la  dif- 
férence demandée  sera  t  -\-  t',  car  il  est  évident  qu'il  manque  au 
corps  le  plus  froid ,  d'abord  t  degrés  pour  arriver  à  0°,  plus 
t  degrés  pour  atteindre  la  température  du  corps  le  plus  chaud. 

C'est  ce  résultat  que  donne  la  formule  (1)  si  l'on  y  regarde  f 
comme  négatif.  Elle  devient  alors 

x=t  —  (—  f)  =  t  +  f  (2) 

3°  Si  les  deux  températures  sont  au-dessous  de  zéro,  la  dif- 
férence cherchée  sera  f — t,  car  t  étant  plus  froid  que  t,  le 
nombre  qui  représente  sa  température  sera  plus  grand,  en  va 
leur  absolue,  que  celui  qui  donne  la  température  de  t.  C'est  en- 
core ce  résultat  que  fournit  la  formule  (1)  quand  on  y  regarde 
comme  négatives  les  quantités  t  et  t .  Elle  devient  en  effet  : 

x—  —  t  —  (—  f)    ou    —  t  +  f 

ou  enfin  x  =  t  —  t  (3) 

lï»4.  On  voit  qu'une  même  formule  répond  aux  trois  cas  qui 
peuvent  se  présenter,  pourvu  que,  dans  cette  formule,  on  con- 
sidère comme  négatives  les  températures  prises  au-dessous  de 
zéro. 

i55.  Problème  I.  Un  père  a  39  ans  et  son  fils  en  a  15,  dam 
combien  de  temps  l'âge  du  père  sera-t-il  triple  de  celui  de  sor> 
fils? 

Soit  x  le  temps  cherché  ;  après  x  années  l'âge  du  père  sera 
39  + a?,  et  celui  du  fils,  15 -f- a?. 

Donc:  39  +  a?  =  3(i5  +  *) 

39  +  x  =  45  +  3a: 
—  6  =  2a: 
x  =  —  3  ans. 

Ici  la  réponse  négative  — 3,  indique  que  la  condition  deman 
dée  était  réalisée  il  y  a  3  ans;  en  effet,  à  cette  époque  le  pèr< 
avait  36  ans  et  le  fils  12. 


i  r 


J 


II"   PARTIE.  —   EQUATIONS   DU   PREMIER   DEGRÉ"  73 

L'énoncé,  modifié  comme  il  suit,  fournit  une  solution  posi- 
tive. 

Un  père  a  39  ans  et  son  fils  15  ;  combien  y  a-t-il  de  temps 
que  l'âge  du  premier  était  triple  de  celui  du  second? 

On  a  39  —  x  =  3  (15  —  x) 

c'est  l'équation  primitive  dans  laquelle  on  a  remplacé  x  par  —  x 
(n°  152). 
Si  on  la  résout  on  trouve       x  =  3  ans. 

156.  Problème  II.  Deux  voyageurs  dont  l'un  fait  18  kilom. 
à  l'heure,  et  l'autre  12,  partent  en  même  temps,  le  premier 
de  Paris,  le  second  d'Orléans,  se  rendant  à  Toulouse: à  quelle 
dislance  de  Limoges  se  rencontreront-ils,  sachant  que  de  Paris 
à  Orléans  il  y  a  120  kilom.,  et  que  d'Orléans  à  Limoges  on  en 
compte  280? 

Appelons  x  cette  distance  que  nous  supposerons  être  située  au 
delà  de  Limoges ,  sur  la  route  de  Toulouse,  et  soit  R  le  point  de 
rencontre. 

P  120  O  280  L         x         R  T 

I i 1 1 1 

Le  voyageur  qui  part  de  Paris  fera 

(120  +  280  +  x)  kilom. 
celui  qui  part  d'Orléans  fera 

(280  + or)  kilom. 
Le  temps  employé  par  le  premier  voyageur  sera 
120  +  280  +  x 
18 
et  celui  employé  par  le  second , 

280  + a; 
12 
Or  ces  temps  sont  égaux,  puisque  les  voyageurs  partent  à  la 
même  heuie  ;  on  aura  donc  l'équation  : 

120 +  280  + a?  _  280  +  ar 
18  ~~        12 

d'où  a?  =  —  40  kilomètres. 

Cette  réponse  négative  peut  être  facilement  interprétée  ;  elle 
indique  que  les  voyageurs  se  rencontreront  40  kilomètres  en  deçà 
de  Limoges  et  non  au  delà  (n°  151  ). 

L'énoncé  du  problème,  modifié  comme  il  suit,  donnera  una 
solution  positive: 
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Deu.it  voyageurs,  dont  l'un  fait  18  kilom.  à  l'heure  et  l'autre 
12,  partent  en  même  temps,  le  premier  de  Paris,  le  second 
d'Orléans,  se  rendant  à  Toulouse  :  à  quelle  distance  en  avant  de 
Limoges  se  rencontreront- ils,  sachant  que  de  Paris  à  Orléans 
il  y  a  120  kilom.,  et  que  d'Orléans  à  Limoges  on  en  compte  280'' 

L'équation  sera  : 

120  +  280  —  x  __  280  — a; 
18  —        12 

c'est  l'équation  primitive  dans  laquelle  on  a  remplacé  x  par  —  x 

(n°152). 

En  la  résolvant  on  trouve  x  =  40  kilomètres. 

1S7.  Problème  III.  Un  bassin  est  muni  de  3  robinets;  le  pre- 
mier le  remplirait  seul  en  8  heures,  le  deuxième  le  remplirait 
seul  aussi  en  12  heures,  mais  le  troisième  le  viderait  en  3  heures  : 
on  ouvre  les  3  robinets  à  la  fois  et  l'on  demande  en  combien  de 
temps  le  bassin  sera  plein 

Représentons  par  x  le  temps  cherché. 

\ 
Le  1er  robinet  remplira  en  1  heure,  -^  du  bassin. 

\ 

Le  2e  remplira  dan?  le  même  temps  j^  » 

1 
Le  3e  videra  en  1  heure  «  » 

Retranchant  la  3e  traction  de  la  somme  des  deux  autres,  on 
aura 

1   ,    1        1 
8  +  1?       3 

pour  la  partie  du  bassin  remuée  eu  1  heure.  En  multipliant  ce 
résultat  par  x,  on  obtiendra  l'équation  : 


(8+T2_^)a?-1 


on  (3  +  2  —  %)x  —  U 

—  Zx  =  U 

x  =  -    «.  =  —  8  heures . 

Cette  solution  négative  indique  que  le  problème  est  impos- 
sible. Il  existe,  en  eflet,  une  incompatibilité  dans  les  conditions 

115 
de  l'énoncé,  car  la  somme  des  deux  fractions  -%  +  j^  ou  -yr 
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4  8 

est  moindre  que  i  ou  ^r  :    ainsi  le  bassin  ne  se  remplira 

jamais,  les  deux  premiers  robinets  donnant  moins  de  liquide 
que  n'en  peut  laisser  écouler  le  troisième. 

Le  problème  deviendra  possible  si  l'on  modifie  l'énoncé  comme 
il  suit  : 

Un  bassin  est  muni  de  3  robinets;  le  premier  le  remplirait 
seul  en  8  heures,  le  deuxième  le  remplirait  en  12  heures,  mais 
le  troisième  le  viderait  en  3  heures  :  on  demande  dans  com- 
bien de  temps  le  bassin  supposé  plein  sera  vide. 

L'équation  est  alors  : 

U        8        12  J00  —  1 

d'où  l'on  tire 

x  =  8  heures. 

158.  Remarque.  En  général,  lorsqu'on  a  obtenu  une  réponse 
négative  pour  la  solution  d'un  problème,  il  faut  : 

1°  Voir  si  l'énoncé  ne  renferme  pas  quelque  incompatibi- 
lité dans  le  sens  des  conditions  données; 

2°  S'assurer  que  l'on  n'a  point  fait  d'hypothèse  contraire 
aux  données  du  problème; 

3°  Regarder  si  la  grandeur  trouvée  peut  être  comptée  en 
sens  contraire  de  celui  dans  lequel  on  l'a  considérée  en 
mettant  le  problème  en  équation. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  change  le  signe  de  l'inconnue  dans 
cette  équation,  et  l'on  modifie  l'énoncé  du  problème  pour  qu'il 
convienne  à  l'équation  ainsi  transformée. 

159.  Une  impossibilité  dans  la  résolution  d'un  problème  est 
quelquefois  indiquée  par  une  réponse  négative  (n°149);  elle 
peut  aussi  se  présenter  sous  d'autres  formes  qu'il  est  bon  de 
faire  connaître. 

160.  Problème  IV.  Lorsque  7  met.  de  toile  valent  autant  que 
3  met.  de  drap,  on  demande  quel  est  le  prix  du  mètre  de  cha- 
cune de  ces  étoffes ,  sachant  que  9  met.  de  drap  coûtent  12  fr. 
de  plus  que  24  met.  de  toile. 

En  désignant  par  x  les  mètres  de  toile  et  par  y  ceux  de  drap, 
ou  a  les  équations  : 

7x  =  3y 

9y  —  24a?  =  12 
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La  valeur  de 
seconde  donne 


7x 
La  valeur  de  y  =  -s-  tirée  de  la  première  et  portée  dans  la 


-24#  =  12 


3 
d'où  x  =  —  4  fr. 

La  nature  de  la  question  exigeant  que  la  valeur  de  x  soit  po- 
sitive, le  problème  est  impossible. 

161.  Problème  V.  Douze  officiers,  capitaines  et  lieute- 
nants, dînent  ensemble  et  font  une  dépense  totale  de  45  fr.  : 
combien  y  avait-il  de  capitaines  et  de  lieutenants,  sachant 
que  les  premiers  ont  dépensé  chacun  5  fr.,  et  les  seconds 
chacun  3  fr.? 

En  désignant  par  x  les  capitaines  et  par  y  les  lieutenants,  on 
a  les  équations  : 

x-\-   t/  =  12 
5a--  +  Sy  =  45 
De  la  première  on  tire    y=i"2  —  x 
cette  valeur  mise  dans  la  seconde  donne 

Sx  +  3(12  —  x)  =  45 
d'où  a?  =  4,5 

par  suite  y  =  7,5 

La  nature  de  la  question  exigeant  que  les  valeurs  de  x  et  de 
y  soient  entières,  le  problème  est  impossible. 

162.  Problème  VI.  Trouver  un  nombre  tel  que  sa  moitié, 
augmentée  de  6 ,  égale  deux  fois  son  quart  augmenté  de  4. 

Soit  x  ce  nombre;  on  a  d'après  l'énoncé, 

^+6  =  2(^-+4)  (1) 

(2) 
ou    x[\  — 11  =  4 


œ 
2 

+  6  = 

X 

+  8 

x 

+  12  = 

X 

+  16 

x  — 

X 

=  4 

XX. 

0 

=  4 

X 

4 

~~0 

La  valeur  de  x  se  présentant  sous  la  forme  singulière  ^,  1§ 
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problème  est  impossible.  —  L'équation  (2)  montrait  déjà  cette 
impossibilité,  car  on  y  voit  aisément  que  les  deux  membres  ne 
s  ont  pas  égaux. 

163.  Problème  VII.  Trouver  deux  nombres  dont  la  diffé- 
rence soit  15,  et  tels  que  3  fois  le  premier  moins  &  fois  le  se- 
cond donne  20,  et  que  le  premier  plus  2  fois  le  second  donne  100. 

On  a  les  équations 

x-   t/  =  15  (1) 

Sx  —  %  =  20  (2) 

x  +  %  =  100  (3) 

L'énoncé  du  problème  fournissant  3  équations  entre  deux  in- 
connues, une  équation,  la  troisième,  par  exemple,  devra  être 
considérée  comme  une  équation  de  condition  (n°  116). 
En  résolvant  les  deux  premières,  on  trouve 

x  =  40,    y  =  25 
Ces  valeurs  de  x  et  de  y  ae  satisfaisant  pas  l'équation  (3),  le 
problème  est  impossible. 

164.  Cas  où  un  problème  est  impossible.  On  voit  par  ces  exemples 
qu'un  problème  est  impossible  : 

1°  Quand  les  réponses  sont  négatives,  alors  qu'elles  doivent 
être  essentiellement  positives  (Problème  IV); 

2°  Quand  les  réponses  sont  fractionnaires,  et  que  la  nature  de 
la  question  exige  qu'elles  soient  entières  (Problème  V);     M 

3°  Quand  une  des  réponses  prend  la  forme  -rp  (Problème  VI); 

«4°  Enfin  quand  les  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  ne  sa- 
tisfont pas  les  équations  de  condition  (Problème  VII). 

Nous  avons  dit  (n°  116)  qu'un  problème  est  indéterminé  lors- 
que son  énoncé  fournit  moins  d'équations  distinctes  qu'il  ne 
renferme  d'inconnues;  dans  certains  cas  l'indétermination  peut 
cependant  avoir  lieu,  bien  qu'il  semble  qu'on  ait  trouvé  autant 
d'équations  que  l'énoncé  a  d'inconnues. 

165.  Exemples.  I.  Quel  est  le  nombre  qui,  étant  diminué 
de  sa  moitié  et  de  S,  égale  quatre  fois  son  huitième  diminué 
de  2? 

On  a  d'après  l'énoncé  : 

*-f-8  =  4(f-2)  « 
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8a?  —  kx  —  64  =  kx  —  64 

8a:  —  8a?  =  64  —  64  (2) 

Oxx  =0 

x-° 

Le  problème  est  indéterminé  et  il  a  une  infinité  de  solutions. 
On  ne  sera  pas  étonné  d'un  tel  résultat  si  l'on  remarque  que  l'é- 
quation fournie  par  l'énoncé  est  une  identité  (n°  81),  comme  le 
montre  évidemment  l'équation  (2). 

II.  Trouver  deux  nombres  tels  que  2  fois  le  -premier,  moins 
3  fois  le  second,  donne  5,  et  que  10  fois  le  premier,  moins  25, 
égale  15  fois  le  second. 

On  a  :  2a?  —  3y  =  5 

10a;—  25=15y 
Isolons  x  dans  la  première  équation  : 

x—         g 
Cette  valeur  de  x  portée  dans  la  seconde  équation  donne 
10(5  +  3*/)  _ro==l*,y 

50  +  30u  — 50  =  30y 
0X!/  =  0    ou    y  =  ^ 

Ici  encore  il  y  a  indétermination ,  et  cette  fois  l'indétermi- 
nation vient  de  ce  que  les  deux  équations  du  problème  ne  sont 
pas  distinctes  :  l'une  rentre  dans  l'autre.  En  effet,  la  seconde 
peut  s'écrire  : 

10ar— 15y=25 
ou  S(2a?  —  3u)  =  5x5 

C'est  la  première  multipliée  par  5. 

§  X.  —  Discussion  des  problèmes. 

106.  Discuter  un  problème,  c'est  reconnaître  les  cas  de  possi- 
bilité de  ce  problème,  déterminer  entre  quelles  limites  peuvent 
varier  les  données  fournies  par  l'énoncé,  et  distinguer  les  cas 
remarquables  qui  peuvent  se  présenter. 

167.  Problème  I.  On  donne  deux  cercles  dans  lesquels  on 
mène  deux  rayons  parallèles  R  et  r,  de  même  sens  et  dans  une 
direction  quelconque;  les  extrémités  C  et  D  de  ces  rayon* 
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étant  jointes  par  une  droite  CD,  trouver  à  quelle  distance  du 
point  A  cette  droite  rencontrera  la  ligne  des  centres,  sachant 
que  la  longueur  AB  =  a. 


Appelons  x  la  longueur  AP;  les  triangles  semblables  ÀDP, 
BCP  donnent  : 

R  x 


d'où 


x  —  a 
aK 


R  — r 

Discutons  cette  formule. 

Remarquons  d'abord  que,  pour  deux  circonférences  données 
de  grandeur  et  de  position,  la  rencontre  se  fera  toujours  à  la 
même  distance  du  point  A,  quelle  que  soit  la  direction  des  deux 
rayons;  car  les  quantités  a,  r  et  R  étant  invariables,  le  quotient 

■^— —  aura  toujours  la  même  valeur. 

Supposons  maintenant  que  a,  r  et  R  puissent  varier. 

1°  Si  Ton  a  R  —  r  >  0,  c'est-à-dire  R  >  r,  la  valeur  de  x  sera 
positive,  et  la  rencontre  se  fera  à  droite  du  point  A,  et  d'autant 
plus  loin  que  r  différera  moins  de  R. 

0 
Si  Ton  a  en  même  temps  a  =  0,  la  valeur  de  x  sera  -    —  ou 

0,  et  la  rencontre  aura  lieu  au  point  A,  centre  commun  des 
deux  cercles. 

2°  Si  l'on  a  R  —  r  <  0,  ou  R  <  r,  la  valeur  de  x  est  négative, 
el  la  rencontre  se  fait  à  gauche  du  point  A;  et  si  a  =  0,  la  ren- 
contre a  lieu  en  A. 

aR 
3°  Si  l'on  a  R  —  r  =  0  ou  R  =  r,  x  =  -^-  =  oc,  et  la  droite 

DG  ne  rencontre  pas  la  ligne  des  centres  ;  on  voit  que  le  sym- 
bole oc  indique  ici  le  parallélisme.  Mais  si  l'on  a  en  même  temps 

a  =  0 ,  la  valeur  de  a;  est  -q  . 
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Pour  savoir  si  l'indétermination  est  réelle  (i40,  II),  écrivons  : 

_       aR      __  R  /     a     \ 
x—  R  — R  ~~  R  \1  —  1  ) 

Supprimons  le  facteur  commun  R  et  faisons  o  =  0;  il  vient 

encore  x  =  q-  ;  l'indétermination  est  donc  réelle.  En  effet ,  les 

cercles  étant  concentriques  et  de  même  rayon ,  une  droite  par- 
tant de  l'extrémité  d'un  rayon  pourra  se  terminer  en  un  point 
quelconque  de  la  ligne  AP  et  remplir  les  couditions  de  l'é- 
noncé. 

168.  Problème  II.  On  a  un  lingot  d'argent  pesant  n  grammes 
au  titre  t;  on  demande  combien  il  faudra  y  ajouter  de 
grammes  d'un  second  lingot  au  titre  t',  pour  que  l'alliage 
obtenu  soit  au  titre  t". 

Appelons  x  le  poids  demandé;  ex  sera  l'argent  pur  contenu 
dans  les  x  grammes  enlevés  au  deuxième  lingot,  nt  sera  l'argent 
pur  contenu  dans  le  premier  lingot,  n-\-x  représentera  le  poids 
total  du  lingot  obtenu,  et  l'argent  pur  de  ce  lingot  sera  [n-{-x)  f. 

Or  cet  argent  doit  égaler  celui  qui  est  contenu  dans  le  pre- 
mier lingot,  plus  celui  qui  est  contenu  dans  la  partie  enlevée  du 
second  ;  on  aura  donc  l'équation  : 

Hx-\-nt  =  (n-{-a?)  t' 

En  la  résolvant  on  trouve  : 

169.  Discussion.  Le  problème  ne  sera  possible  que  si  la  va- 
leur de  x  est  positive,  ce  qui  exige  que  le  titre  nouveau  <"  soit 
intermédiaire  entre  les  titres  t  et  t  des  lingots.  Cette  con- 
dition étant  remplie,  t  peut  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  t. 
Dans  le  premier  cas,  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
positifs;  dans  le  second,  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
négatifs,  mais  le  quotient  est  toujours  positif. 

Si  l'on  a  t  =-t' ,  t"  étant  intermédiaire  entre  les  deux  titres, 
vaudra  t  ou  l';  le  numérateur  et  le  dénominateur  étant  nuls ,  la 

valeur  de  x  prendra  la  forme  x  =  tt;  il  y  aura  indétermination. 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir;  car,  si  les  titres  sont  les 
mêmes,  on  peut  prendre  telle  fraction  qu'on  voudra  de  chacun 
des  deux  lingots ,  et  l'alliage  obtenu  aura  toujours  le  même  titre. 
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«Si  l'on  ai"=t,  la  valeur  de  x  est  ■  „  _  j   ou  zéro;  ce  qui 
indique  qu'il  ne  faudra  rien  prendre  du  second  lingot. 

Enfin,  si  l'on  a  t"  =  t',  x  =  ~q  =  oc» le  problème  est 
impossible. 

170.  Problème  III.  Deux  courriers  Me(N,  dont  l'un  fait 
\  mètres  par  heure  et  l'autre  b  mètres,  se  trouvent  au  même 
moment  le  premier  en  A  et  le  second  en  B;  on  demande  à 
juelle  distance  du  point  B  ils  se  rencontreront,  sachant  que 
ie  A  à  B  il  y  a  d  mètres. 


Soit  R  le  point  de  rencontre.  Appelons  x  la  distance  deman- 
iée  BR;  le  courrier  M  faisant  a  mètres  par  heure  parcourra  le 

îhemin  d-\-x  en  un  temps  marqué  par  —  >x  . 

Le  courrier  N  faisant  b  mètres  par  heure  parcourra  le  che- 
min x  en  un  temps  marqué  par   ^-;  or  ces  deux  temps  sont 

igaux,  car  les  courriers  arrivent  au  même  moment  en  R;  l'équa- 
tion sera  donc 

x  d-\-x 

TT  o 

ace  =  6d  -j-  ta? 
x[a  —  b)  =  bd 
bd 


X: 


a —  6 


171.  Discussion.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  : 

I.  Les  coefficients  a ,  b,  d  ne  sont  pas  nuls. 

1°  Si  l'on  a  a  >  b,  l'a  valeur  de  x  sera  positive,  et  la  rencontre 
.ura  lieu  sur  BR ,  à  droite  de  B. 

2°  Si  Ton  a  a  =  b,  le  dénominateur  étant  nul ,  la  valeur  de  x 

iera  -^-  ou  +  oc  :  les  deux  courriers  ne  se  rencontreront  pas. 

ïn  effet,  puisqu'ils  vont  aussi  vite  l'un  que  l'autre,  la  même  dis- 
ance  d  les  séparera  toujours.  La  valeur  x  =  oc  qui  indique 
'impossibilité,  nous  montre  que  si  l'excès  de  a  sur  b  était  très 
>elit,  la  rencontre  se  ferait  très  loin  vers  la  droite. 
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3°  Si  l'on  a  a  <  b,  la  valeur  de  x  sera  négative.  Cette  valeur 
négative  indique  que  la  rencontre  ne  se  fera  pas  à  droite  de  B, 
mais  qu'elle  s'est  déjà  faite  à  gauche.  En  effet,  le  courrier  N 
allant  plus  vite  que  M,  et  se  trouvant  en  avant,  a  dû  rencon- 
trer celui-ci. 

172.  Une  des  quantités  a,  b,  d  est  nulle. 

1°  Si  d  =  0,  le  numérateur  est  nul  et  la  valeur  de  x  est 


a  —  6 

ou  0.  La  rencontre  a  lieu  au  point  B,  lequel  se  confond  avec  le 

point  A.  Si  l'on  a  en  même  temps  a  =  b,  la  valeur  de  x  est  ^  et 

le  problème  est  indéterminé;  la  rencontre  a  lieu,  en  effet,  sur 
toute  la  ligne,  car  les  courriers  sont  ensemble  et  marchent  avec 
la  même  vitesse. 

2°  Si  b  =  0,  le  numérateur  est  nul  et  la  valeur  de  x  est  zéro. 
La  rencontre  a  lieu  au  point  B. 

3°  Si  a  =  0,  la  valeur  de  x  est  —  d;  la  rencontre  s'est  fait* 
vers  la  gauche,  au  point  A. 

173.  Plusieurs  des  quantités  a,  b,  d  sont  nulles 

1°  Si  l'on  a  a  =  0  et  d  =  0,  la  valeur  de  x  est 
La  rencontre  a  lieu  au  point  B,  lequel  se  confond  avec  A 

2°  Si  l'on  a  6  =  0,  d  = 
rencontre  a  lieu  au  point  B 

3°  Si  l'on  a  a  =  0,  b  =  0,  la  valeur  de  x  est  de  la  forme  -* 

cependant  l'indétermination  n'est  qu'apparente;  en  effet,  puisqa 
o  et  b  sont  nuls,  on  peut  écrire 

_      bd 

x—  b  —  b 

En  divisant  les  deux  termes  par  b  on  a  : 

d  ^_ 

x~   1  —  1   —  0  —oc 

et  les  courriers  ne  se  rencontreront  jamais;  il  y  aura  toujour 

entre  eux  la  distance  d;  cela  doit  être,  car  les  courriers  ne  mai 

chent  plus. 

4°  Si  Ion  a  a = 0,  6  =  0,  d  =  0,  la  valeur  de  x  est  de  11 
forme  jr-,  et  le  problème  est  indéterminé.  Le»  courriers  «ont,  e; 


1°  Si  l'on  a  o  =  0  et  rf  =  0,  la  valeur  de  x  est    ,     ou  ( 

c 

i°  Si  l'on  a  6  =  0,  d  =  0,  la  valeur  de  x  est  —  ou  0.  U 

a 


effet,  toujours  ensemble  et  en  repos. 
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174.  Remarque.  Si  les  courriers  vont  à  la  rencontre  l'un  de 
'autre,  a  reste  positif,  mais  b  est  négatif.  Dans  ce  cas,  la  for- 

nule  x  =     t  donne  pour  x  une  valeur  négative  plus  petite 

pie  d,  car      >    est  une  fraction.  La  rencontre  se  fait  donc 

mtre  A  et  B ,  comme  il  était  facile  de  le  prévoir. 

175.  Problème  IV.  Déterminer,  sur  la  base  d'un  triangle, 
m  point  tel  que  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  de 
v  point  sur  les  deux  autres  côtés  soit  égale  à  une  longueur 
lonnée  m. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  0  le  point  demandé.  Ap- 
lelons  x  et  y  les  perpendiculaires  OD,  OE;  on  a,  en  désignant 
iar  h  la  hauteur  relative  au  côté  a  : 
x-\-y  —  m 
ah  =  bx-\-cy 

de  la  première  on  tire  : 

y  =  m —  x 
ah  =  bx  -f-c  (m  —  x) 


x  = 

ah  —  cm 

b  —  c 

bm  —  ah 

if 

b  —  c 

176.    Discussion.    1°    SuppOBOut 

b  —  c  >  0  ou  6  >  c 
La  valeur  de  x  est  positive  si  Ton 
a  ah>cm,  c'est-à-dire  si  m  est 
plus  petit  que  la  hauteur  correspon- 
dant au  côté  c,  car  ah  est  le  double 
de  la  surface  du  triangle.  Celle  de  y 
est  positive  si  l'on  a  bm  >  ah,  ou  m 
plus  grand  que  la  hauteur  qui  cor- 
respond au  côté  6. 
Ainsi  les  valeurs  de  a?  et  de  y 

t(  sont  positives  si  m  est  compris 
v\/j/  entre  la  hauteur  correspondant  au 
F-  côté  c  et  celle  qui  correspond  au 
té  6.  Dans  ce  cas  le  point  0  est  situé  entre  B  et  C. 
i  Si  l'on  a  cm  >ah,x  est  négatif,  m  est  plus  grand  que  la  hau- 
ur  correspondant  au  côté  c;  le  point  0  est  donc  à  gauche  de 
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C  sur  le  prolongement  de  BC;  et  comme  on  a  b  >  c,  par  suite 
bm  >  ah,  y  est  donc  positif  et  plus  grand  que  m. 

Si  l'on  a  ah=cin,  x=  -ï— —  ou  zéro;  m  est  égal  à  la  hauteur 

qui  correspond  au  côté  c,  le  point  0  est  en  C;  et  puisque  b  >  c, 
on  a  encore  bm  >  ah,  y  est  positif,  sa  valeur  est  m. 

2°  Supposons  6  —  c<0  ou  b  <c.  La  valeur  de  ce  est  posi- 
tive si  l'on  a  cm>ah,  négative  si  cm<a/i,  et  nulle  si 
cm  =  ah. 

Dans  le  premier  cas  m  est  plus  grand  que  la  hauteur  corres- 
pondant au  côté  c;  la  valeur  de  y  est  positive  si  ah>  bm,  ou 
m  plus  petit  que  la  hauteur  relative  au  côté  b;  mais  si  l'on  a 
oà<  bm,  y  est  négatif  et  le  point  0  est  à  droite  de  B. 

Dans  le  second  cas,  y  est  positif,  car  si  6  <  c,  on  a  bm  <  ah. 

Dans  le  troisième  cas,  y  est  encore  positif,  car  on  a  toujours 
bm  <  ah. 

3°  Supposons  6  =  c.  Alors  x  =  °   ^n  °m  =  oC  »  ^ans  ce  c*8  ^ 

valeur  y  est  elle-même  infinie  (n°  145;  et  le  problème  est  impos- 
sible, à  moins  qu'on  n'ait  aïi,=.cm.  Si  cette  dernière  condition 

est  remplie,  x=-~,  le  problème  est  indéterminé,  et  m  égala 

la  hauteur  correspondant  aux  côtés  égaux.  On  sait,  en  effet, 
que  dans  un  triangle  isocèle,  la  somme  algébrique  d^s  dis- 
tances d'un  point  pris  sur  la  base  aux  deux  autres  côtés ,  est 
constamment  égale  à  la  hauteur  relative  à  ces  côtés.  Le  point  0 
se  meut  sur  BC  et  sur  son  prolongement,  soit  à  droite,  soit  à 
gauche. 

177.  Remarque.  Il  est  impossible  que  les  valeurs  de  x  et  de 
y  soient  négatives  en  même  temps,  car  si  l'on  a  6>c,  il  faudrait 
qu'on  eût  à  la  fois 

ah<cm 

bm<Cah 

d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre,  b  <c,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 
Si  l'on  a  6  <  c,  il  faudrait  qu'on  eût 

a/i>  cm 

bm^>  ah 
d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre,  6>c,  ce  qui  est  eccor» 
contre  l'hypothèse. 


TROISIÈME  PARTIE 

ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ 


§  I.  —  Des  radicaux  du  second  degré. 

178.  Carré  d'une  quantité.  Le  carré  ou  deuxième  puissance 
d'une  quantité  est  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  à  cette 
quantité. 

Le  carré  de  +2a62  est  (2a65)(2aè5)  ou  +  4a26«. 

Celui  de  —  2a62  est  aussi  (  —  2a62)(  —  2o6')  ou  +  4a26«,  et 
celui  de  a-{-b  est  [a -\-  b)  (a -\- b)  ou  a2  -\-1ab-\-b'i. 

On  voit  par  ces  exemples  : 

t°  Que  le  carré  d'un  monôme  est  toujours  positif  et  s'ob- 
tient en  élevant  au  carré  son  coefficient  et  en  doublant  les 
exposants  de  toutes  ses  lettres; 

2°  Que  le  carré  d'un  produit  s'obtient  en  faisant  le  produit 
du  carré  de  chacun  de  ses  facteurs; 

3°  Que  le  carré  d'un  binôme  est  un  trinôme. 

En  général  la  m*n,e  puissance  d'une  quantité  est  le  produit  de 
m  facteurs  égaux  à  cette  quantité. 

179.  Pour  qu'un  monôme  soit  un  carré,  il  faut  : 

1°  Qu'il  soit  positif; 
2°  Que  son  coefficient  soit  un  carré; 
3°  Que  ses  exposants  soient  pairs. 
Le  monôme  lôa'èV  est  un  carré. 

180.  Un  binôme  n'est  jamais  un  carré;  car  le  carré  d'un 
monôme  est  un  monôme,  et  le  carré  d'un  binôme  est  un  tri- 
lôme. 

481.  On  obtient  le  carré  d'une  fraction  en  élevant  ses  deux 

.ermes  au  carré. 

i  -  j  'Sa         .      9a1 

Le  carre  de  -^p-    est    -rrç 

:ela  résulte  de  la  règle  de  la  multiplication  des  fractions. 
él.  4 
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182.  Racine  carrée  d'une  quantité.  La  racine  carrée  d'une 
quantité  est  une  autre  quantité  qui,  multipliée  par  elle-même, 
reproduit  la  première. 

La  racine  carrée  de  4a264  est  2a64;  car  cette  dernière  quantité, 
multipliée  par  elle-même,  donne  4as64. 

Ainsi  la  racine  carrée  d'un  monôme  s'obtient  en  prenant  la 
racine  carrée  de  son  coefficient  et  en  divisant  par  2  les  expo- 
sants de  toutes  ses  lettres. 

En  général,  on  trouve  la  racine  m'^",  d'un  monôme  en  prenant 
la  racine  mèmt  de  son  coefficient  et  en  divisant  par  m  les  expo- 
sants de  toutes  ses  lettres. 

2 

Le  signe  /~ ,  ou  simplement  ^  (n°  2),  se  nomme  radical 
du  second  degré. 

183.  Remarque  I.  Par  convention,  la  racine  carrée  d'une 
quantité  quelconque  a,  est  représentée  par  \fà~.  Il  s'ensuit  que 
le  carré  de  Jâ  est  a. 

Ainsi  le  carré  d'une  quantité  affectée  d'un  radical  du  second 
degré  s'obtient  en  supprimant  le  radical. 

Par  convention  aussi,  la  racine  m*m•  d'une  quantité  quel- 
conque a  est  représentée  par  jâ.  Il  suit  de  là  que  la  mtm*  pUiS- 
sance  de  \Ja  est  a. 

Remarque  II.  Si,  dans  une  expression  telle  que  \Jb,  on  donne 
à  6  une  valeur  positive  quelconque,  2  par  exemple,  la  racine 
carrée  de  2  ou  1,414  21...  est  la  valeur  arithmétique  du  ra- 
dical. 

184.  La  racine  carrée  d'un  produit  est  égale  au  produit  des 
racines  carrées  de  ses  facteurs. 

Ainsi  la  racine  carrée  de  abc  est  yja  <Jb  \fc  ,  ou  <Jabc . 
En   effet,    chacune  des  quantités   </a~ \Jb  >fc    et  \jabc    étant 
élevée  au  carré,  donne  abc  (n°  183). 

185.  La  racine  carrée  d'une  fraction  égale  le  quotient  de  la 
racine  carrée  de  ses  deux  termes. 

La  fraction  -^  a  pour  racine  carrée  -^=  ou  \J  j^>  C3X  ces  deux 
expressions  élevées  au  carré  donnent  l'une  et  l'autre  -g- . 

m 
a  */**"    r,      T/" 

En  général,  la  racine  m*"*  d'une  fraction  y  est  -srr  ou  y  ^  * 
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186.  Pour  faire  sortir  du  radical  un  fadeur  carré,  il  faut 
extraire  la  racine  carrée  de  ce  facteur  et  écrire  cette  racine 
devant  le  radical. 

Soit  l'expression  \[ci?b 

on  a  :  \Ja?b  =  a  \[F 

car  la  racine  carrée  du  produit  as6  est  sfcP  Jb  ou  a*Jb  . 


De  même  l'expression     \Jc(a  —  6)2 
peut  s'écrire  : 

(a  —  b)<Jc 

» * 

En  général,  *]anb  =a\/F 

187.  Pour  faire  passer  un  facteur  sous  un  radical  du  second 
degré,  il  faut  multiplier  par  le  carré  de  ce  facteur  la  quantité 
soumise  au  radical. 

Ainsi    a4b=Jâ?b     et    (a  +  6)</c=\/(a  +  6)1c 

D'une  manière  générale, 

n h     

ajb  =  Jânb 

188.  Remarque.  L'opération  qui  consiste  à  faire  passer  un  ou 
plusieurs  facteurs  sous  un  radical  est  très  utile  lorsque  les  fac- 
teurs sont  numériques  et  qu'on  veut  avoir  une  approximation  dé- 
terminée dans  le  résultat. 

Soit  par  exemple  à  calculer  à  0,001  près  la  valeur  de  9  \/\0  . 

Au  lieu  de  calculer  la  racine  carrée  de  10  avec  quatre  chiffres 
décimaux  (Arith.  n°  560)  et  de  la  multiplier  par  9,  ce  qui  mul- 
tiplie l'erreun,  on  peut  écrire  ^81x10  et  calculer  la  racine 
carrée  de  810  avec  trois  chiffres  décimaux.  On  a  ainsi  l'approxi- 
mation demandée,  approchée  dans  un  sens  déterminé,  soit  en 
plus,  soit  en  moins. 

189.  On  peut  souvent  simplifier  un  radical  du  second  degré; 
il  suffit  pour  cela  de  faire  sortir  de  ce  radical  tous  les  facteurs 
carrés  qu'il  renferme. 

'v/5a264c*  devient  ab*C\J$. 

\fiaW  devient  ji.2a*b*b    ou    labjW 

\l\8aib5  —  9dib*  devient  ^9 .  2a2a2646  —  9a26* 

ou    slSaïb^Wb— 1),        ou  3a62N/2a26  — 1 
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190.  Radicaux  semblables.  Des  radicaux  sont  semblables  lors- 
qu'ils ont  le  même  indice  et  que  les  quantités  placées  sous  le 
radical  sont  les  mêmes  ;  tels  sont  les  radicaux  : 

6\fâ ,    — bjâ,    — bc\fâ ,    -\-\Jâ 

Ces  radicaux  étant  semblables ,  on  peut  mettre  \fa~  en  facteur 
commun  et  écrire  : 

6v/a  —  bsja  —  bcjâ  -f-  sfâ =  (7  —  6  —  bc)sja~ 

Dans  certains  cas,  il  est  nécessaire  de  simplifier  les  radicaux 
pour  voir  qu'ils  sont  semblables. 
Ainsi  les  radicaux 

ayJU,    —  6v/27,    +v/T3 
deviennent 

ayTO"  —  éy/CT  -f  s/ÎTï 
ou  40^  —  36^/3  +  2^3 

ils  sont  donc  semblables. 

191 .  Théorème.  Une  quantité  positive  a  deux  racines  carrées 
égales  et  de  signes  contraires,  et  n'en  a  que  deux. 

1°  Soit  x  =  \fl 

x  a  une  valeur  telle  que  son  carré  est  4;  mais  les  nombres  -f-  2 
et  —  2  élevés  au  carré  donnent  -f-  4.  On  écrira  donc  : 
a7  =  v/4  =  ±2 
En  général,  la  racine  carrée  d'une  quantité  quelconque  A  est 

2°  Soit  le  radical  v/m*,  dans  lequel  m*  est  une  quantité  po- 
sitive (n°  79). 
En  appelant  x  la  valeur  de  ce  radical ,  on  aura  : 

x  =i\jm* 
élevons  les  deux  membres  au  carré,  il  vient: 
a?»  =  m*    ou    x*  —  m*  =  0 
x*  —  m*  étant  la  différence  de  deux  carrés,  on  peut  écrire  : 

(x  —  m)(x-f-ra)  =  0 
or,  pour  qu'un  produit  soit  nul ,  il  suffit  qu'un  de  ses  facteurs  1 
soit  ;  on  aura  donc  : 

x  —  m  =  0 ,    d'où    x  =  m 
tr-L-m  —  0,    d'où    ac  =  — m 
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Comme  il  n'y  a  pas  un  troisième  moyen  d'annuler  le  produit 
(a? —  m)(oc-\-m),  il  s'ensuit  qu'un  radical  du  second  degré  n'a 
que  deux  valeurs ,  et  ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

Calcul  des  radicaux. 

192.  Addition.  Pour  additionner  les  radicaux. 
$s/b,    —8^/2  +  2^ 
avec  5^/1  et  —  s/b,  on  écrit  : 

5^6  —  8v/2  +  2v/5  +  5^  —  v/5 
La  réduction  faite,  on  trouve 

6s/b  —  3y/2 


De  même  pour  ajouter    a\Ja  +  6  +  b\Ja  —  b 
à     Soy/à  -f  6  —  bbJcT^b 


il  faut  écrire    2a  /â-j-ô  —  bb\Ja  —  b-^-asla-\-b  -{-bsja  —  b  , 
ou  Za,\Ja-\-b  —  46  \]a  —  6 

193.  Soustraction.  Pour  retrancher 

5^2  —  s/5  de  3^  +  2^6  —  ^ 
on  écrit  3^  +  2^—^—5^  +  ^ 

après  avoir  fait  la  réduction ,  on  trouve  : 

—  2^  +  3^  —  y/H" 

De  même  l'expression    a^/36  —  b\/cd     étant  retranchée  de 
(o  —  6  ) fëb  —  Ibjcd,  devient  : 

(a  —  6  )s/3^  —  2&v/crf  —  av/36 -f- &v/ëar 
ou  —bsjM  —  bJcd 

ou  encore  — b[\J%b-\-)fcd) 

J94.  Multiplication.  Le  produit  de  \Ja  par  sfb~  et  par  <Jcd  est 

)Jabcd  ,  car  les  expressions  \fâ  x  \fb  x  \jcd~  et  ^âbcd  élevées 
au  carré  (183)  donnent  également  abcd. 

De  même  le  produit  de  3a\/â — 6  par  56^ +  0  est 

15a6V(a  —  6)  (a +  6)      ou     15a6^/o»  — 6» 

D'une  manière  générale 

^a  yb<Jc=<Jabà 
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D'où  l'on  voit  que  le  produit  de  plusieurs  radicaux  de  même 
indice  n  égale  la  racine  n"""  du  produit  des  quantités  placées 
sous  le  radical. 

195.  Division.  Le  quotient  de  <Jâ  par  ^6  est  \/^->  car  les 
expressions    -^    et    i/r-    élevées  au  carré   donnent   égale- 


ment %-. 
En  général , 


y/ô"  . 


D'où  Ton  voit  que  le  quotient  de  deux  radicaux  de  même 
indice  n  égale  la  racine  n*me  du  quotient  des  quantités  placées 
sous  le  radical. 

196.  La  troisième  puissance  de  \/â~  est  </â  x  <Ja~  X  <fâ  ou 
\Jas  (n°  194);  sa  ném*  puissance  sera  <Jan , 

En  général,  (fi)"  Jfî? 

Donc  on  e7ève  un  radical  à  une  certaine  puissance  n,  en 
élevant  à  la  puissance  n  la  quantité  placée  sous  le  radical. 

V—    * 

197.  La  racine  carrée  de  y/ô  est  Vva  =\Ia~,  car  le  carré 

2   

de  v/â  est  y/â\  et  le  carré  de  \fa~  est  a.  Mais  par  ces  deux 
opérations,  nous  avons  élevé  le  premier  membre  à  la  puissance. 
2x2  ou  4;  ce  premier  membre  est  donc  une  quantité  qui, 
élevée  à  la  quatrième  puissance,  reproduit  a;  donc  il  est  la  ra- 
cine quatrième  de  a. 


En  général,  Vjâ  =  î/a 


Donc  on  extrait  la  racine  nta*  d'un  radical  en  multiplian 
par  n  l'indice  de  ce  radical. 

198.  Il  est  quelquefois  avantageux,  pour  la  simplicité  des  ca 
culs,  de  rendre  rationnel  le  dénominateur  d'une  fraction. 

2 
1°  Soit  par  exemple  à  calculer  la  valeur  de  -75- 

II  faut  diviser  2  par  2,236  067  977...,  opération  longue  et  dot 
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nant  un  résultat  assez  peu  satisfaisant,  attendu  que  le  nombre 
pris  pour  diviseur  n'est  que  la  valeur  approchée  \/5. 

2 
Mais  si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  —j=- 

v5 
par  >J5,  la  valeur  de  la  fraction  n'aura  pas  changé  et  le  diviseur 
sera  exact  et  rationnel. 
On  peut  donc  écrire  : 

_2_=_VB_  2v/5 

et  le  quotient  demandé  sera  le  cinquième  de  2  X  2,236067977..., 
résultat  facile  à  trouver. 

2°  Soit  à  rendre  rationnel  le  dénominateur  de  l'expression 

a 

2  — v/2 

On  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  2  -f-  yjï,  et 
l'on  a  : 

(2-v/2)(2  +  v^)      °U  2  (n38> 

Soit  l'expression  suivante 


sJh—s[K 
On  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  \Jh  +  \Jh\  et 
l'on  a  : 

d4iï~{s[K+sjK)  djh'  +  JW) 

(v//r-s/^r)(^:+v'F)    ou       h-hr 

3°  Soit  enfin  l'expression 

a  y/6 

a  —  v^  —  fît 
On  regarde  a  —  ^6  comme  un  seul  terme ,  et  l'on  multiplie  le 
numérateur  et  le  dénominateur  par  (a  —  \fb)  -\-  Jâ, 

asJb(a—s/b-{-s]a~) Qy/6(a  —  \Jb-\-  sjâ) 

(a—  s[b  —  v/â)(â—  Jb  +  \/a)     °U     a*  +  b  —  1a>]b  —  a 
Il  suffit  maintenant  de  multiplier  les  deux  termes  de  cette  frac- 
tion par    (a2  +  b  —  a)  -j-  2ay/b~; 

ay/6(a  — v/6-fN/ô")(a24-6  — o  +  2ay/6) 
a4  4-  6»  +  a3  +  2o26  —  2a3  —  2a6  —  4a»6 
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199.  Dans  ces  exercices  et  dans  les  exercices  analogues ,  on 
opère  de  manière  à  avoir  au  dénominateur  le  produit  d'une 
somme  par  une  différence;  car  on  sait  que  ce  produit  égale  la 
différence  des  carrés  des  deux  quantités.  Le  dénominateur  de 
l'expression  est  ainsi  rendu  rationnel. 

200.  Un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire,  a  toujours 
deux  racines  carrées  égales  et  de  signes  contraires  (n°  191)  que 
l'on  trouve  exactement  ou  avec  telle  approximation  que  Ton 
veut;  mais  un  nombre  négatif  n'a  pas  de  racine  carrée;  car  il 
n'existe  pas  de  quantité,  qui ,  multipliée  par  elle-même ,  donne 
un  résultat  négatif. 

201.  Quantités  imaginaires.  Une  expression  telle  que  v'— 9, 
s'appelle  quantité  imaginaire ,  par  opposition  aux  autres  quan- 
tités, positives  ou  négatives,  qui  sont  dites  réelles. 

Bien  que  les  expressions  imaginaires  ne  représentenl  aucune 
grandeur,  on  est  cependant  convenu,  dans  un  but  de  générali- 
sation, d'appliquer  à  ces  expressions  toutes  les  règles  de  calcul 
adoptées  pour  les  quantités  réelles. 

202.  Remarque.  Par  convention,  le  carré  de  ^ — 1  est —  1. 

203.  Toute  quantité  imaginaire  peut  être  représentée  par  un 
symbole  de  la  forme  aj —  1,  o  étant  réel. 

Soit  par  exemple  ^—9 

on  peut  écrire  : 

^-=9  =  ^9x(  — 1)  =  3^=1 

Soit  encore  l'expression      ^  —  3 
on  peut  écrire  : 

^ZIB  =  V3x(-1)  =v/3V=ï~=  1,73205...  JZZÏ 

204.  Soit  à  multiplier  aj—i  par  bj  —  1 
On  aura  : 

aJ'^T  x  bfT—\ 
et,  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs , 

o&^Tï  J^TÎ=  ab  (v'^ï)^=-ab 
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Si  Ton  fait  le  carré  de    a  +  bj —  1,  on  a: 

lU 

o«+2a6s/ZTÏ  — 6« 
)e  même,  le  produit  de  a-\-b<J — 3  par  a — 6^113  est 
a«— [6N/"=T3]Ï,    ou    a'  — 6«(— 3)      ou  enfin    a2-f-36» 

205.  Écrivons  les  puissances  successives  de  ^ — 1 
►remière  puissance  y* — 1  =  ^  —  1 
leuxième                          (^ — 1)*= — 1 
roisième                           (^ZTï)3= —  ^^î 
[uatrième                           (^ — 1)4=1 

cinquième  ^— f")5=^/—  1,  etc. 

ues  puissances  se  reproduisent  périodiquement  et  toujours  dans 
e  même  ordre. 

206.  Soit  à  diviser  a^/^1  par  6^/— \  : 
m  aura  : 

De  même  le  quotient  de  a  —  ^ — 1  par  a  +  V— T  flera  : 
a— ^^T 

En  rendant  rationnel  le  dénominateur  (n°  198),  on  trouve  : 
(a-^—rjia-sl^T)         (a-N/=T)' 
(a+^TKa-^F-T)   ~~         a'+! 
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207.  Remarque.  I.  Lorsque  les  deux  membres  d'une  égalité 
sont  formés  chacun  d'une  partie  rationnelle  et  d'une  partie  irra- 
tionnelle, les  parties  rationnelles  sont  nécessairement  égales 
entre  elles;  il  en  est  de  même  des  parties  irrationnelles. 

Soit  l'égalité 

a  -f-  si  m  =b-\-\Jn 
dans  laquelle  a,  b,  m  et  n  représentent  des  quantités  ration- 
nelles ,  m  et  n  n'étant  pas  des  carrés. 

On  peut  écrire,  en  transposant  : 

sjm  =  6  —  a  -\-  <Jn 
élevons  les  deux  membres  au  carré 

m  =  (6  —  a)2  +  2(6  —  a)<Jn  +n  (1] 

or,  le  premier  membre  étant  rationnel,  il  faut  que  le  second 
membre  le  soit  aussi;  et  il  ne  le  sera  qu'autant  que  le  terme 
irrationnel  2(6  —  a)  \Jn~  vaudra  zéro,  ce  qui  n'a  lieu  que  pour 

b  —  a 
L'égalité  (1)  se  réduit  alors  km  =  n.  Donc... 


§  II.  —  Résolution  de  l'équation  du  second  degré 
à  une  inconnue. 

209.  Équation  du  second  degré.  L'équation  du  second  degré  àj 
une  inconnue  est  une  équation  dans  laquelle  le  plus  fort  expo- 
sant de  l'inconnue  est  2. 

L'équation  est  complète  si,  après  toute  réduction  faite,  elle 
renferme  :  1°  la  seconde  puissance  de  l'inconnue;  2°  la  première 
puissance  de  l'inconnue;  3°  un  terme  connu. 

Elle  est  incomplète  si  elle  ne  renferme  pas  la  première  puis- 
sance de  l'inconnue  ou  bien  le  terme  connu. 

3a?»  —  16a?  =  12 

est  une  équation  complète. 

3a?2  =  75 

est  une  équation  incomplète;  il  en  est  de  même  de 

aa?2  +  6a?  =  0 

210.  Résolution    de   l'équation    incomplète.   L'équation  incom 
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plète  du  second  degré  peut  toujours  être  ramenée  à  une  des 
formes 

oœ2  +  c  =  0 

ou  ax2  -f-  bx  =  0 

dans  lesquelles  a,  b,  c  représentent  des  quantités  connues,  po- 
sitives ou  négatives,  a  étant  positif,  ce  que  l'on  peut  toujours 
supposer;  car  si  a  était  négatif  on  changerait  les  signes  de  tous 
les  termes  de  l'équation. 
1°  Dans  le  premier  cas  on  a,  en  divisant  les  deux  termes  par  a, 

c 


d'où 


a 


*=±\/-î 


Et  Ton  voit  qu'il  y  a  pour  l'inconnue  x  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires. 
2°  Dans  le  second  cas  on  a,  en  mettant  a;  en  facteur  commun, 

x(ax~\-b)  =  0 

or,  pour  qu'un  produit  soit  nul,  il  suffit  que  l'un  des  facteurs  le 
soit,  ce  qui  donne 

x  =  Q 

ou  ax  -j-  b  =  0 

de  cette  dernière  équation  on  tire 

b 

a?  = — - 

a 

Et  l'on  voit  qu'une  des  racines  est  zéro;  l'autre  est  égale  au 
coefficient  de  x  pris  en  signe  contraire,  divisé  par  le  coefficient 
de  a?. 

Exemples.  1»  Soit  à  résoudre  l'équation 
£x^=150 


*  La  racine  carrée  du  premier  membre  a  le  double  signe  comme  celle  du  second. 
On  pourrait  donc  écrire    :fca;  =  ±i/ —;    maifl.il  est  inutile  de  mettre  le 

double  signe  devant  a;,  car  — x  =  ±\/— — ,  devient,  en  changeant  les  signes 

r    des  deux  membres,  «  ==  =F  1/  —  — ,  expression  identique  à  x  =  -*z  i/ , 
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On  a  successivement  : 

^  =  150 

3x»  =  1200 
as»  =  400 
«  =  ±1/400"  =  ±20 
2«  Soit  encore  l'équation 

3  x  4  l 

On  a: 

2x*  =  — 12 
x*  =  — 6 
a;  =  ±t/^6" 
Les  deux  racines  sont  imaginaires  (n*  201). 
3"  Soit  enfin  l'équation 

(x  — l)(x-*-6)=17x  — 6 
On  a  : 

S*-»- 6a:  —  x  —  6=17x —  6 

x*  — 12x  =  0 

x(x  — 12)=0 

En  égalant  à  zéro  chacun  des  deux  facteurs,  on  trouve: 

x  =  0    et    x  =  12 

211.   Résolution   de   l'équation   complète.    L'équation   Complète 

du  second  degré  à  une  inconnue  peut  toujours  être  ramenée  à  la 
forme 

ax*  -f-  bx  -|-  c  =  0 
dans  laquelle  a  est  toujours  supposé  positif,  et  6  et  c  représen- 
tent des  quantités  connues  quelconques. 
Divisons  tous  les  termes  par  a  : 

1    a       'a 
Faisons  passer  le  dernier  terme  —  dans  le  second  membre 

1    a  a 

on  peut  alors  regarder  le  premier  membre  x*  -j x  commi 

faisant  partie  du  carré  d'un  binôme,  x*  étant  le  carré  du  pr 
mier  terme,  et  — x  deux  fois  le  produit  du  second  terme  par 
première 
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Si  oc*  est  le  carré  du  premier  terme,  x  sera  ce  premier  terme, 
et  si  —  x  égale  deux  fois  le  produit  du  second  terme  par  le  pre- 
mier x,  ce  second  terme  sera  -q— . 

Pour  compléter  le  trinôme  on  ajoute  aux  deux  membres  de 

b  b* 

l'équation  -~— ,  le  carré  de  -j-^  ;  l'égalité  n'est  pas  troublée ,  et 

Ton  a  : 

.  ,    bx    ,     6»  65         c 

^^"T^la^-la7"^ 

Prenons  la  racine  carrée  des  deux  membres,  en  remarquant 

que  le  premier  est  le  carré  de  x-\-  -&- ,  et  que  le  second  peut 

s'écrire  — ~   ac  ;  il  vient  : 


X+W  = 25 


d'où  x=  -à±^-Jaç_  (1) 

212.  On  voit  que  les  racines  de  l'équation  complète  du  second 
degré  de  la  forme  ax*-\-bx-\-c  =  0,  égalent  le  coefficient  dex 
pris  en  signe  contraire,  plus  ou  moins  la  racine  carrée  du 
carré  de  ce  coefficient,  diminué  de  quatre  fois  le  produit  du 
coefficient  de  xa  par  le  terme  connu,  le  tout  divisé  par  le 
double  du  coefficient  de  x*. 

213.  Racine*.  Si  nous  appelons  af  et  x"  chacune  des  deux 
racines,  on  a: 

. —6  +  V&*  —  4oc 

or  __  -gfl 

„t,_  —  b  —  y/62  —  4oc 

9 ia 

214.  Remarques.  I.  Lorsque  le  coefficient  de  x  est  pair,  la 
formule  (1)  se  simplifie. 

Posons  6  =  26',  et  mettons  cette  valeur  de  b  dans  la  formule; 
il  vient  : 

—  26'±  y/46'2  —  iac 

* %r 

4* 
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faisant  sortir  du  radical  le  facteur  4  et  simplifiant,  on  trouve 

x=-V±J8*-oc  (2) 


x 


215  II.  Lorsque  le  coefficient  de  x*  est  1 ,  l'équation  com- 
plète peut  s'écrire,  en  désignant  par  p  le  coefficient  de  x  et  par 
q  le  terme  connu, 

a?*  -f-  px  -f-  q  =  0 

En  appliquant  la  formule  (1),  on  trouve  : 

=  -p±f=w.  «  *=-f±v/ëp;  p. 

Et  l'on  voit  que  les  racines  de  l'équation  complète  du  second 
degré  de  la  forme  x1  -f-  px  -\-  q  =  0,  égalent  la  moitié  du  coef- 
ficient de  x  pl'is  en  signe  contraire,  plus  ou  moins  la  racine 
carrée  du  résultat  qu'on  obtient  en  retranchant  du  carré  de 
cette  moitié  le  terme  connu. 

216.  On  arrive  plus  rapidement  à  la  formule  générale  (1)  en  procé- 
dant comme  il  suit. 
Soit  l'équation 

ax*  -f-  bx  •+■  c  —  0 

Multiplions  tous  ses  termes  par  4a,  afin  de  rendre  le  premier  terme 
carré  et  simplifier  les  calculs  ;  on  a  : 

4a*x*  ■+■  kabx  =  —  bac 
ajoutons  6*  aux  deux  membres 

40*05*  -+-  iabx  ■+-  6*  =  6*  —  4ac 
Prenons  la  racine  carrée  des  deux  membres,  en  remarquant  que  le 
premier  est  le  carré  de  2ax  +  6; 

2ax  4-  b  =  ±  \/b*  —  4ac 

d'où  x=-b±^-Jaç_ 

2a 
formule  identique  à  celle  du  n°  211. 

Application!.  Appliquons  les  formules  trouvées  à  la  résolution  des 
équations  suivantes  : 

!•  4x«  — 7x  — 2  =  0 

La  formule  (1)  donne  immédiatement 

7±/49-+-32 


7±9 
d'où  x'  —  i    et    X"  =  —  -r 
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2»  2xsH-5a;-f-2=0 

La  formule  (1)  donne  encore  : 

^  —S±  ï/25-16 
4  - 

—  5±3 


i'où  «*  =  — -H-    et    œ"  =  —  2 

3»  8œ*  — 2œ  — 3  =  0 

Le  coefficient  de  x  étant  pair,  la  formule  (2)  donne: 


T_   l±v/TT24 


se  =  — „ — 


d'où  *'  =  !-    et  œ"  =  — J 

4»  a:*  — 12cc -4-34  =  0 

Le  coefficient  de  œ>  étant  1 ,  la  formule  (3)  donne: 
x  =  6±/36  — 34 
x  =  6±/2" 
d'où  af  =  7,414...    et    x"  =  4,586... 

La  formule  (3)  donne  encore  : 

^_    1  ±i/"nr 

X~~24      VSTê^T 
d'où  x'  =  -§    et    »"  =  — T 


/289 
576 


Discussion  de  la  formule     X  = ~ ~X. 

2a 

217.   Pour  discuter  la  formule   a?=  ~ b±^  —  ioc 

2a 
considère  ordinairement  les  trois  cas  suivants  : 

loô'  —  4ac>0;    2°  6»^-4ac  =  0;    3<>62  — 4ac<0 

UntversT^ 

ftf  RI  IHTur/"  a 
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218.  &'  —  iac  >  0  Raoinet  réelles  et  inégales.  Lorsque 
b*  —  4ac  est  plus  grand  que  zéro,  les  deux  racines  sont  réelles 
et  inégales. 

Mais  avec  fe'  —  iac  >  0  on  peut  encore  avoir 

c>0,    c<0    ou    c  =  0 

1°  Si  l'on  a  c>0,  — iac  est  négatif;  par  suite  la  racine 
carrée  de  6*  —  iac  est  plus  petite  en  valeur  absolue  que  —  b,  et 
cette  racine  ajoutée  à  —  6  ou  retranchée  de  —  6  ne  change  pas 
le  signe  de  cette  quantité.  —  b  donne  donc  son  signe  aux  deux 
racines. 

Ainsi  quand  c  est  positif  les  deux  racines  ont  le  même  signe, 
et  ce  signe  est  différent  de  celui  de  b. 

2°  Si  l'on  a  c  <  0,  —  iac  est  positif;  par  suite  la  racine 
carrée  de  6*  —  iac  est  plus  grande  en  valeur  absolue  que  — 6, 
et  cette  racine  ajoutée  à  — b  change  le  signe  de  cette  quantité, 
tandis  que  retranchée  de  —  b  elle  n'en  change  pas  le  signe.  Le 
radical  donne  donc  son  signe  aux  deux  racines. 

Ainsi  quand  c  est  négatif,  les  deux  racines  sont  de  signes 
contraires ,  et  la  plus  grande  en  valeur  absolue  a  un  signe  diffé- 
rent de  celui  de  6. 

3°  Si  l'on  a  c  =  0,  la  racine  carrée  de  6*  —  iac  est  6;  cette 
racine  ajoutée  à  — 6  donne  0,  et  retranchée  de  —  b  elle  donne 

__  1^.    ou    —  — .    C'est  le  cas  étudié  (n°  210,2°). 
za  a 

219.  6*  —  iac  =  0.  Raoinet  réelles  et  égale*.  Lorsque  b*— 4ac 

égale  zéro,  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales. 
En  effet,  la  valeur  du  radical  est  nulle,  et  l'on  a  : 

-6-M  _       6 

*  —       2a        —       2a 

__6  —  0  6 

w  —       25       ~~       2a 

Le  signe  des  racines  est  différent  de  celui  de  6. 

En  réalité  on  ne  trouve  qu'une  seule  valeur  qui  puisse  vérifier 
l'équation;  néanmoins  l'on  dit  qu'il  y  a  deux  racines;  car  si 
6*  —  iac  est  très  petit,  les  racines  diffèrent  peu  Tune  de  l'autre, 

et  —  -*-  est  la  limite  commune  vers  laquelle  tendent  les  deux 

valeurs  de  x  lorsque  b*  —  iac  tend  vers  zéro. 
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220.  6*  —  4ac<0.  Racine*  imaginaires.  Lorsque  b* —  4ac  est 
plus  petit  que  zéro,  les  deux  racines  sont  imaginaires. 

En  effet,  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  négative,  les 
deux  racines  sont  imaginaires  (n°  201),  et  il  n'y  a  aucune  valeur 
positive  ou  négative  qui  puisse  vérifier  l'équation. 

221.  Remarque  I.  Lorsque  a  et  c  sont  de  signes  contraires, 
les  racines  sont  toujours  réelles,  car  — bac  est  positif,  et  l'on  a 

62  — 4ac>0 

222.  Remarque  IL  II  est  aisé  de  justifier,  sur  l'équation  elle- 
même,  les  résultats  donnes  par  la  discussion  précédente. 

Divisons  par  a  les  deux  membres  de  l'équation 

ax*  -j-  bx  -f-  c  =  0 

Ona  ^Aaî  +  isO 

1    a       'a 

ht 
Ajoutons  et  retranchons  -j-^-  au  premier  membre, 

.,    b      ,6»         62    ,    c       /     ,     b  \»      b**-bac 

1°  Si  l'on  a  6*  —  bac  >  0,  la  quantité  — ^ —  est  positive, 

et  l'on  peut  la  regarder  comme  étant  le  carré  de  sa  racine  carrée  : 
écrivons  donc 


OU 

Ainsi  quand  on  a  b!  —  4ac  >  0,  le  premier  membre  de 
l'équation  ax*  -f-  bx  -j-  c  =  0  est  égal  au  produit  par  a  de  la 
différence  de  deux  carres. 

L'équation  peut  alors  s'écrire 

Sous  cette  forme  on  voit  bien  que  l'équation  a  deux  racines 
réelles  et  inégales.  On  obtient  ces  racines  en  égalant  à  0  chacun 
des  deux  facteurs 

„  i     6     i    dP  —  bac      .        .    b        sjb*  —  bac 
X+Zà-  +  JL-îa et   "  +  &-•*-* 
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62  —  iac 
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2°  Si  l'on  a  6* — 4ac  =  Q,  le  terme 
formule  (2)  devient 


4a2 


-  est  nul    et  la 


ax*  -\-bx-\-c  =b  a(x-{-  -^—  j  =0 

Ainsi  lorsque  b2  —  4ac  =  0,  le  premier  membre  de  l'équation 
ai1  -\-  bx  -j-  c  =  0  es*  te  produit  par  a  d'un  carre. 

Cette  forme  montre  que  l'équation  a  deux  racines  et  que  ces 
racines  sont  égales. 

3°  Quand  on  a  62 —  4ac<0,  le  binôme  iac  —  62  est  positif, 
le  terme ~ '^  peut  s'écrire  -  ac~ °  ,  et  la  for- 
mule (1)  devient  : 

.  ,    b       .     b* 


4a2 


_6*_ 
4a2 


OU      O.T- 


,    c        /      .     b  \2  .    iac  —  o2 
+  -5"  =  r+^j  +       4a2     "  = 

+te+e=(,[(,+£)-+(i*iËEZ)']=. 


Ainsi  lorsqu'on  a  b2  —  4ac  <  0,  te  premier  membre  de  l'équa- 
tion ax2  +  bx  -f-  c  =  0  peut  être  considéré  comme  étant  le  pro- 
duit par  a  de  la  somme  de  deux  carrés. 

Sous  cette  forme  on  voit  bien  pourquoi  l'équation  n'a  pas  de 
racines  réelles ,  car  aucune  valeur  de  x  ne  peut  rendre  nulle  la 
gomme  de  deux  carrés. 


223.    Résumé   de  la   discussion. 


1°62  — 4ac>0 


Deux  racines 

réelles 
et  inégales. 


c>0 


c<0 


c  —  Q 


Les  racines  ont  même 
signe,  et  ce  signe 
est  différent  de  celui 
de  b. 

Les  racines  sont  de 
signes  contraires,  et 
le  signe  de  la  plus 
grande  est  différent 
de  celui  de  b. 

L'une  des  racines  est 
_b_ 
a 


l'autre  est  zéro. 


2»  0i  —  ^—o.    Deux  racines  réelles  et  égales. 
30  62  — 4ac<0.     Deux  racines  imaginaires. 
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224.  Gai  particulier  remarquable.  Bien  que  la  formule 

_  _  b  ±  y/62  —  iac 

X 25 

ait  été  établie  avec  la  condition  que  a  n'est  pas  nul,  on  peut 
chercher  ce  qu'elle  devient  quand  on  suppose  que  a  =  0. 

Sia  =  0,ona  x  = =jj=-* — 

dou  ar  = q^ — =-q 

a?  —        Q        _     Q     _     oc 

Une  des  racines  est  infinie ,  l'autre  prend  la  forme  de  l'indéter- 
mination. Mais  cette  indétermination  n'est  qu'apparente;  car  en 
multipliant  par  —  b  —  <Jb"2  —  iac  le  numérateur  et  le  dénomi- 

—  b4-JW—  iac  . 

nateur  de -H^ ,  on  trouve  : 

_  (_6-|_v/p_4aC)(—  b  —  yjbt*  —  iac) 
^{—b  —  Jtf  —  iac) 
d'où,  en  effectuant  les  opérations  indiquées  au  numérateur, 

tf  —  ltf—iac) 2c 

x~  Za[—b  —  Jb2  —  iac)  "  —b  —  JP  —  Lac 
Si  l'on  fait  maintenant  a  =  0 ,  cette  dernière  formule  devient  : 

„_       2c  _      c 
x  —  —  "26  ——  b 

C'est ,  en  effet ,  la  valeur  que  l'on  trouverait  pour  x  en  résolvant 
directement  l'équation  bx-\-c  =  Q,  obtenue  en  faisant  a  =  0 
dans  l'équation  complète. 

225.  Remarque.  Afin  de  mieux  nous  rendre  compte  de  la  va- 
leur infinie  trouvée  pour  x",  cherchons  la  valeur  de  l'inverse 

1  1 

de  x  et  posons  x  =  — ,  d'où  y  =  — ,  alors  l'équation 
y  x 

ax*-\-bx  +  e  =  Q 

* 
devient,  en  remplaçant  x  par  — , 

îr  ^  y  ^ 
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ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

cyi-\-by+a  =  Q 
Si  nous  faisons  a  =  0 ,  il  vient  : 

cyi  -\-  by  =  0 

En  égalant  à  zéro  chacun  des  deux  facteurs ,  on  trouve 

2/  =  0    et    2/  =  -y 

4 

Remplaçons  maintenant  y  par  —  ,  il  vient  : 

x 

1  1 

—  =0,    d'où    x=  jr=oc 

\  b  c 

et  —  = ,    d'où    x  =  —  t- 

x  c  b 

Propriétés  des  racines  de  l'équation  du  second  degré. 

■^r"    226.  Nous  savons  que  les  racines  de  l'équation 
ax*  -f-  bx  +  c  =  0 


*  ""  2a 

Additionnons  les  deux  racines 

af  +  ar  =  -%L     ou    -A 

Ainsi  la  somme  des  deux  racines  égaie  le  quotient  pris  en 
signe  contraire  du  coefficient  de  x  par  celui  de  x*. 

227.  Faisons  le  produit  des  deux  racines  x'x" ,  en  remarquant 
que  pour  les  numérateurs  on  a  à  multiplier  la  somme  de  deui 
quantités  par  leur  différence. 

^,__  fr'  —  (6*  —  lac)  _    6'  —  P  +  iac         c 

Ainsi  le  produit  des  deux  racines  égale  le  quotient  du  terme 
connu  par  le  coefficient  de  x*. 
.AV  (Donc,  lorsqu'on  a  divisé  par  a  tous  les  termes  de  l'équation 
^  ax*  +  bx  +  c  =  Q 


l 


Kcimldex 
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6  C 

et  qu'elle  est  devenue  a!,+  ^;E+-5-==0       ^"-n 

ou  x*+px  +  q=z0       (n°215) 

on  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

_     _  ffiL—  (a/  +  x"  )  az  -M'a/' =  0  V^ 
AinsLy  lorsque  l'équation  est  ramenée  à  la  forme 

x*-\-px-\-q  =  Q 
les  propriétés  des  racines  s'énoncent  comme  il  suit  : 

228.  La  somme  des  deux  racines  égale  le  coefficient  de 
pris  en  signe  contraire. 

Le  produit  des  racines  égale  le  terme  connue 

229.  Conséquence.  Ces  propriétés  permettent  de  déterminer 
les  signes  des  racines  d'une  équation  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  la  résoudre.  On  s'assure  d'abord  que  les  racines  sont  réelles, 
c'est-à-dire  que  62  —  4ac  est  plus  grand  que  zéro  :  si  c  est  posi- 
tif, les  deux  racines  sont  de  même  signe,  car  leur  produit  est 
positif,  et  leur  signe  est  différent  de  celui  de  b;  si  c  est  négatif, 
les  racines  sont  de  signes  contraires,  et  la  plus  grande  en  valeur 
absolue  a  un  signe  différent  de  celui  de  b. 

230.  Les  quantités  a,  b,  c  n'étant  pas  nulles,  et  la  condition 
b*  —  4ac>0  étant  remplie,  l'équation  du  second  degré  pourra 
présenter  une  des  quatre  formes  suivantes,  dans  lesquelles  se 
résume  ce  que  nous  venons  de  dire  : 

ax2  -{-  bx  -f-  c  =  0       a/  et  x"  sont  négatifs. 
ax*  —  bx  -j-  c  =  0       a/  et  x"  sont  positifs. 

«  ~~ ,  ~~  A   \  x1  et  x"  sont  de  signes  contraires. 

231.  Autre  conséquence.  Les  propriétés  des  racines  permet- 
tent aussi  de  former  une  équation  du  second  degré  ayant  pour 
racines  deux  quantités  données.  Pour  cela  on  écrit  une  équation 
ayant  a?1  pour  premier  terme,  la  somme  des  racines  prise  en 
signe  contraire  pour  coefficient  de  x,  et  le  produit  des  racine 
pour  terme  connu  ;  le  deuxième  membre  de  l'équation  est  0. 

\3-    Exemples.  1  Soit  à  former  une  équation  ayant  pour  racine*  4  et  10. 

On  a:  »'-*-x"  =  14  =  —  p 

d'où  p  =  — 14 

et  as'x"  =  40=g 

L'équation,  sera  : 

»»— 14»-f-40si0 

1  >r'<ï>xcâ4JSîak.viE5rv>.,  &^**&*fr& 
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2°  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  tt  et  le  produit  —  % 
On  a  immédiatement  : 

l'équation  sera  : 


7 
p=>  — "2     et    ç  =  —  2 


x*  — ^  — 2=0 

ou  2a:1  —  Ix  —  4  =  0 

3°  Former  une   équation   ayant    pour   racines    m  •+•  n  /  — i    et 
m  —  n/  —  1. 
On  a: 

x'  -f-  x"  =  m  -+-  n  / — 1  h-  m  —  n  / —  1  =  2m  =  —  p 
x'  x'1  =  [m-r-n^  —  1)  (m  —  n/-^T)  =  mi-hni  =  q 
L'équation  sera  : 

xt  —  2mx  -h  m*  -i-  n*  =  6 

4°  Trouver  une  équation  du  second  degré  ayant  pour  racines  le» 
inverses  des  racines  de  l'équation  ace*  -+-  bx  -+-  c  =  0. 

\ 
Dans  l'équation  donnée  il  suffit  de  remplacer  x  par  —  et  l'on  a  : 

a(—  V -1-6  —  +  c  =  0 
Va;/  x 

ou  cac*  -*-  6x  -4-  a  =  0 

Discussion  de  la  formule    07  =  —    q  zh\/   ji Ç» 

232.  Au  lieu  de  discuter  l'équation  générale  aœ*  -+-  bx  -+-  c  =  0 ,  on 
se  borne  parfois  à  discuter  l'équation  x*-r-px-r- q  =  0,  dont  les  ra- 
cines sont (n°215) :  

11  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  : 

i"  Cas.  Supposons  qu'on  ait  £ q  >  0. 

Alors  l'équation  a  deux  racines  réelles  et  inégales,  car  la  racine 
carrée  de  la  quantité  positive  ■£ q  ajoutée  à  —  S-  en  donne  une 

première ,  et  cette  même  racine  carrée  retranchée  de  —  -2-  en  donne 

une  seconde. 

Mais  bien  que   -^ —  q   soit  plus  grand  que  zéro ,  on  peut  encore 

avoir 

q>0,    q<0,    q  =  0 
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Si  g  est  plus  grand  que  zéro ,  —  q  est  négatif;  par  suite  la  racine 
carrée  de  -^  —  q   sera  plus  petite  en  valeur  absolue  que  — lr»  et 

cette  racine  ajoutée  à  —  3~  ou  retranchée  de  —  %  ne  change  pas  le 

signe  de  cette  quantité.  Les  deux  racines  ont  donc  le  même  signe,  et 
ce  signe  est  différent  de  celui  du  coefficient  de  x. 

Si  q  est  plus  petit  que  zéro,  — q  est  positif;  par  suite  la  racine 

carrée  de  -^ q  sera  plus  grande  que  —  •& ,  et  cette  racine  ajoutée 

à  — -2.  change  le  signe  de  cette  quantité,  tandis  que  retranchée  de 

—  £•  elle  n'en  change  pas  le  signe.  Les  deux  racines  sont  donc  de 

signes  contraires ,  et  la  plus  grande  en  valeur  absolue  a  un  signe  dif- 
férent de  celui  du  coefficient  de  x. 

Si  q  =  0,  la  racine  carrée  de  -^ q  est  -£.  Cette  racine  ajoutée 

à  —  %■  donne  zéro ,  et  retranchée  de  —  -2-  elle  donne -&-  ou  —  p. 

Une  des  racines  est  nulle,  l'autre  égale  le  coefficient  de  x  pris  en 
signe  contraire. 

233.  Remarque.  Puisqu'on  a  -^ q  >  0,  on  peut  poser  (n°  79) 

d'où  q  =  -Ç-  —  fc» 

Si  dans  l'équation 

x*  -+-  px  -+-  q  =«•  0 

nous  remplaçons  q  par   -2- k1,   il  vient  : 

x*  -+-  px  -+-  q  =  x*  -+-  px  -+-  -£ h*  =  0 

ou  x* -*- px -i- q  =  (  x -h  £\  —  &*  =  0 

Donc,  quand  les  racines  d'une  équation  du  second  degré  sont  réelles 
et  inégales,  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  être  considéré 
comme  étant  la  différence  de  deux  carrés. 

Mais  (  œ  v  "f  )*""  k*  =  ° 

peut  s'écrire 
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Sous  cette  forme,  l'existence  des  deux  racines  est  manifeste;  car 
chacun  des  deux  facteurs  i  +  £  +  )î  et  x  -+-  -§-  —  k  égalé  à  zéro  en 
donne  une. 


234.  a*  Caa.  Supposont       -£ q  =  0 

alors  on  a  : 

x'  =  -|  +  0    ou 

2 

x"  =  —  £-  —  0    ou 

_£. 

2 

et  les  racines  sont  réelles  et  égales;  chacune  d'elles  a  pour  valeur  la 
moitié  du  coefficient  de  x  pris  en  signe  contraire. 

En  réalité,  on  ne  trouve  qu'une  seule  valeur  qui  puisse  vérifier 

l'équation;  néanmoins  on  dit  qu'il  y  a  deux  racines,  car  si  -£ q 

est  très  petit,  les  deux  racines  diffèrent  peu  l'une  de  l'autre;  et  elles 

diffèrent  d'autant  moins  que  -£ q  devient  plus  petit;  aussi ,  lorsque 

cette  quantité  est  nulle,  dit-on  que  les  deux  racines  sont  égales. 


235.  Remarque.  Puisque  -£ 9=0,   on  a 

*-• V 

Si  dans  l'équation 

œ*  H-  px  -f-  q  =  0 

on  remplace  q  par  sa  valeur,  il  vient  : 

x*  -+-  px  -+-  q  =  x*  -+-  px  -f-  -£- 


x*  -f-  px  -f-  q  =  (  x  -+-  £-\  =i 


Donc,  quand  les  racines  sont  réelles  et  égales,  le  premier  membre 
de  l'équation  est  un  carré  et  peut  s'écrire: 

(•+î)("-f)-° 

chaque  facteur  égalé  à  zéro  donne  x  =  —  ^ ,   ce  qui  montre  encore 
pourquoi  on  peut  dire  que  l'équation  a  deux  racines  égales. 

236.  $•  Caa.  Supposons       ■& q  <  0 

La  quantité  placée  sous  le  radical  étant  négative,  les  racines  sont 
imaginaire*. 
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237.  L'hypothèse    -K q  <0,    ou     -fr-<?>    mqntre    qu'une 

équation  a  ses  racines  imaginaires  lorsque  le  terme  connu  est  plus 
grand  que  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x. 

238.  Remarque.  Puisqu'on  a     -'r  —  ?<0, 
on  peut  écrire  [w  79) 


Ç-t— » 

d'où 

»=£+*■ 

Si  dans  l'équation 

x*  s-  px  H-  g  =  0 

on  remplace  q  par  -£--+-  ft»,  on  trouve  : 

x*-t-px 

-t-g  =  x*-i-30x-(-£-4-fc*  =  0 

ou                    x*  ■+-  px 

-H.g=(x-j--|y+/c*  =  0 

Donc,  lorsque  les  racines  sont  imaginaires,  le  premier  membre  peut 
être  considéré  comme  étant  la  somme  de  deux  carrés. 

Sous  cette  forme,  l'impossibilité  est  manifeste,  car  la  somme  des 
carrés  de  deux  quantités  réelles  n'est  jamais  nulle. 


§  III.  —  Trinôme  du  second  degré. 

239.  Définition.  Un  trinôme  du  second  degré  renferme  un 
terme  en  a?*,  un  terme  en  x  et  un  terme  indépendant  de  x;  il 
est  de  la  forme 

ax1  -\-bx-\-c 

les  lettres  a,  b,  c  représentent  des  quantités  données,  positives 
ou  négatives ,  tandis  que  x  est  une  grandeur  variable  qui  peut 
prendre  toutes  les  valeurs  depuis  — oc  jusqu'à  -{-oc. 

240.  On  appelle  racines  d'un  trinôme  les  valeurs  qui  l'an- 
nulent. Ce  sont  les  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant 
ce  trinôme  à  zéro. 

Étudions  les  propriétés  du  trinôme. 
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I.   Décomposition  du  trinôme. 

241.  Considérons  le  trinôme 

ax*  +  bx  -j-  c 
et  écrivons  l'identité 

ax*  +  bx  +  c  =  o  (x*  -\ x  -j-  —  ) 

Ajoutons  et  retranchons  au  second  membre  la  même  quan- 
tité  -7— j- ,  et  l'identité  ne  sera  pas  troublée. 

ou       ax.  +  6x  +  o  =  a[(^+^-)'-(^--|)] 

-+••+— [(•+^)-(jffî^n 

La  parenthèse  étant  la  différence  de  deux  carrés,  on  peut 
donc  écrire  : 

^+to+C=a[(*+*+^^)(*+t-^p^)][l) 
Les  racines  du  trinôme  proposé  étant 

^, —  6  —  y/6'  —  iac 

2a" 

si  de  x  nous  retranchons  successivement  chacune  des  deux  ra- 
cines, il  vient: 

^  2a 


et  l'on  voit  que  la  première  parenthèse  du  second  membre  de 
l'identité  (1)  égale  x  —  x",  tandis  que  la  seconde  égale  x  —  vf. 
On  peut  donc  écrire  : 

ax2  -\-bx-\-G  =  a[x  —  x')(x  —  x") 
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242.  Ainsi  le  trinôme  du  second  degré  de  la  forme  ax*-f-  bx  -|-c, 
égale  le  produit  par  a  de  deux  facteurs  du  premier  degré 
obtenus  en  retranchant  de  x  chacune  des  deux  racines  du 
trinôme. 

243.  Appelons  y  la  valeur  du  trinôme  ax*  -\-  bx  -\-  c  et  po- 
sons : 

y  =  ax*  -\-bx-\-c 

ou  y  =  a(x*+±-x+±) 

Lorsque  l'on  fait  varier  x  de  — oc  à  -J- oc,  la  valeur  y  du 
trinôme  varie.  Ce  sont  ces  variations  que  nous  allons  étudier. 

II.  Variations  des  signes  du  trinôme  du  second  degré. 

Il  y  a  trois  cas  à  considérer  dans  l'étude  des  variations  des 
signes  du  trinôme. 

244.  1er  Cas.    Le  trinôme    a    ses    racines    réelles   et   inégales. 

Lorsque  le  trinôme  ax2  -f-  bx  -f-  c  a  ses  racines  réelles  et  iné- 
gales, il  conserve  le  signe  de  son  premier  terme  pour  toute 
valeur  de  x  non  comprise  entre  ses  deux  racines;  et  il  prend 
un  signe  contraire  à  celui  de  son  premier  terme  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  ses  deux  racines. 

En  appelant  af  et  x"  les  deux  racines,  af  étant  plus  grand 
que  x",  on  a  : 


y 


_  a  (x*  +  A  x  +  -M  =  a(x  —  x1)  [x  —  x") 


1°  Pour  toute  valeur  d«  a?  non  comprise  entre  les  racines , 
c'est-à-dire  plus  grande  que  af  ou  plus  petite  que  x",  le  produit 
[x — x')[x  —  x")  sera  positif. 

En  effet,  si  l'on  a  x>af ,  les  différences  x  —  x'  et  x  —  x" 
étant  positives,  leur  produit  sera  positif,  et  le  trinôme  sera  de 
même  signe  que^x. 

Si  l'on  a  x  <  x",  les  différences  x  —  af  et  a;  —  x"  étant  né- 
gatives, leur  produit  sera  positif,  et  le  trinôme  sera  encore  de 
même  signe  que  a. 

2°  Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  les  deux  racines , 
le  produit  (x  —  af) (x  —  x")  sera  négatif,  car  les  différences 
(x  —  x')  et  [x  —  x")  étant  de  signes  contraires,  leur  produit 
sera  négatif,  et  le  trinôme  aura  un  signe  différent  de  celui  de  a. 
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On  sait  d'ailleurs  que  le  trinôme  s'annule  quand  on  donne  à  x 
une  valeur  égale  à  Tune  des  deux  racines,  et  l'on  conclut  que  le 
trinôme  change  deux  fois  de  signe  en  passant  par  zéro. 

24J».  2e  CàS.  Le  trinôme  a  ses  racines  réelles  et  égales.  Lors- 
que le  trinôme  a  ses  racines  réelles  et  égales,  il  conserve  tou- 
jours le  signe  de  son  premier  terme. 

Puisque  les  racines  sont  égales ,  on  a  : 

Le  carré  {x —  x')9  étant  positif  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 
le  trinôme  aura  toujours  le  signe  de  a.  Le  trinôme  s'annule 
d'ailleurs  pour  x  =  xr  ;  et  il  passe  par  zéro  sans  changer  de 
signe. 

246.  3e  Cas.  Le  trinôme  a  ses  racines  imaginaires.  Lorsque 
le  trinôme  a  ses  racines  imaginaires,  il  conserve  toujours  le 
signe  de  son  premier  terme. 

Puisque  les  racines  sont  imaginaires,  on  peut  écrire  (222,  3°)  : 

ï=0(a,+A,+i)==0r{a!+^)'+(J^^)'] 

Le  trinôme  est  le  produit  par  a  de  la  somme  de  deux  carrés  ;  et 
comme  le  second  facteur  est  essentiellement  positif,  le  trinôme 
sera  toujours  de  même  signe  que  a,  et  ne  s'annulera  jamais. 

247.  Résumé.  L'énoncé  suivant  résume  tout  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  sur  les  variations  des  signes  du  trinôme. 

Le  trinôme  ax'  -f-  bx  -f-  c  a  toujours  le  signe  de  son  premier 
terme,  excepté  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  deux 
racines. 

248.  Les  conséquences  que  nous  venons  de  tirer  relativement 
aux  signes  du  trinôme  restent  vraies  lorsque  le  terme  en  x  n'existe 
pas,  et  aussi  lorsque  le  terme  connu  est  nul;  car,  dans  ces  deux 
cas  particuliers ,  le  trinôme  égalé  à  zéro  a  toujours  deux  racines 

III.  Variations  de  la  valeur  du  trinôme. 

249.  Théorème.  La  valeur  du  trinôme  du  second  degré  varie 
une  manière  continue  lorsque  x  varie  d'une  manière  con- 
tinue. 
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Soit  encore  y  la  valeur  du  trinôme ,  écrivons  : 

y  =  ax*  -{-bx-\-c  (1) 

Donnons  à  a;  un  accroissement  h,  et  appelons  k  l'accroissement 

de  la  valeur  du  trinôme ,  nous  aurons  : 

2/  +  fc  =  a(a?  +  /i)s  +  6(a;  +  /i)+c 

y\-k—ax'i  +  ah'l-\-,ïahx-\-bx  +  bh-\-c  (2) 

Pour  obtenir  la  valeur  de  l'accroissement  k,  retranchons  l'équa- 
tion (1)  de  l'équation  (2)  ;  il  vient  : 

k  =  h[<lax  +  b  +  ah) 

Pour  une  valeur  déterminée  de  x,  si  le  facteur  h  est  très 
petit  et  tend  vers  zéro,  le  produit  h{1ax-\-b-\-ah),  et,  par 
suite,  l'accroissement  A;  tendra  lui-même  vers  zéro.  L'accroisse- 
ment se  faisant  par  degrés  insensibles ,  le  trinôme  varie  d'une 
manière  continue. 

250.  Écrivons  l'identité  (222,  3°) 

J/  =  ^  +  6x  +  ç  =  0[(,+  ^)'+i2^1] 

La  quantité      a^~ —  étant  invariable,  la  variation  de 
Vf      .     6  V  i    &ac  —  b*] 

(b  \* 

x  croissant  de  — oc  à  — -^— ,    (a?-{--^— )  croît  de  —oc 

(b  \* 
x  -f-  y~  ]     décroît  de  -f-  oc  à  0  ;  x  croissant  de 

~~W  à+oc»  (X+Jiï)    croîtde0à  +  <*. 

Dès  lors,  1°  si  a  est  positif,  y,  part  de  -f-oc,  décroît  jus- 

— t-5 — ],  puis  croît  jusqu'à  +  °C-   La  plus  petite 

Acte  '     b^ 
valeur  de  y  est  donc j- ;   elle  a  lieu  lorsque  x  égale 

—  Ya  c'est-à-dire  la  demi-somme  des  deux  racines. 

2°  Si  a  est  négatif,  y  part  de  —oc,  croît  jusqu'à  û(-t-t-)  > 
puis  décroît  jusqu'à  —  oc.  La  plus  grande  valeur  de  y  est  donc 


i\&  ÉLÉMENTS   D'ALGÈBRE 

■  ac,    —  ;  elle  a  lieu  lorsque  x  égale  la  demi-somme  des  racines. 
Tableau  de  la  variation  de  la  valeur  du  trinôme. 

"OC  —^  -f-CC 

+  oc    décroît    ^C^-      croît     +oc 
a <  0    y       —  oc      croît      ^—. — —    décroît    —oc * 


kac  —  6' 

4a2 


231.  Remarque.  Dans  l'identité 

y  =  axx?  +  bx  +  c  =  a  [  (a?  +  -^-  )*+ 

faisons  a?  =  —  -^j—  ±k,  c'est-à-dire  donnons  à  x  des  valeurs 
2a  — 

prises  à  égale  distance  de  —  -*—  ;  on  a  : 

y  =  a[[-^±k+  2a-J  +       4o*      J 


y 


=  „(*+  *■£»!) 


Or  cette  valeur  du  trinôme  est  la  même  quel  que  soit  le  signe 
de  la  quantité  variable  k;  donc  le  trinôme  a  des  valeurs  égales 

pour  des  valeurs  de  x  prises  à  égale  distance  de  —  -g—  ,  c'est- 
à-dire  de  la  demi-somme  des  racines  (n°  226). 

252.  Application*.  \°  Décomposer  en  facteurs  du  premier  degré  le 
trinôme  x*  -t-  4x  —  32. 

Les  racines  de  l'équation  x*  +  4x  —  32  =  0  étant  4  et  —  8,  on  aura  .* 

x* -+- 4x  —  32  =  (x  —  4)  (x -i- 8) 

On  peut  s'assurer,  en  eflet,  que  le  produit   (x  —  4)  (x-+-8)   donne 
bien  x1  -+-  4x  —  32. 

2°  Décomposer  en  facteurs  le  trinôme    lOx1  —  7x  -i-  1. 
Les  racines  de  l'équation 

lOx*  —  7x  -+-  1  =  0 


*  Étudier  à  l'Appendice  (n*  442)  la  représentation  graphique  des  yarlatlona 
du  trinôme. 
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i  1 

étant  -5-  et  -g-»  on  aura 


lOx* 


7x  ■+- 1  =  10  (  x  —  -|-)  (x  —  -|)  =  (2x-1)(5x-1) 


3»  Simplifier  l'expression       .      „ — -— r- 

Le  numérateur  peut  s'écrire  (ce -M)  {x  —  1),  et  le  dénominateur 
égalé  à  zéro  a  pour  racines  1  et  — 4;  l'expression  devient  donc  : 

(ce -M)  (x  —  1) 
(as  — 1)  (x-»-4) 
En  supprimant  le  facteur  x  —  1  commun  au  numérateur  et  au  dé- 
nominateur, on  a  pour  la  valeur  simplifiée  de  l'expression  donnée 

x-t-1 


4°  Déterminer  entre  quelles  limites  on  peut  faire  varier  la  valeur  de  x 
pour  que  le  trinôme  x*  —  2x  —  8  soit  négatif. 

Appelons  y  la  valeur  de  ce  trinôme ,  et  écrivons  : 

y  =  x*  —  2x  —  8 

Le  trinôme  proposé  a  pour  racines  x'  =4,  x"  =  —  2. 

Donc  pour  que  le  trinôme  soit  négatif,  c'est-à-dire  pour  que  y  ait 
un  signe  contraire  à  celui  du  premier  terme,  il  faut  que  x  ait  une 
râleur  plus  petite  que  4  et  plus  grande  que  —  2  (n°  247). 

Les  valeurs  entières  de  x  seront  donc  :  3.2.1 .0  et  —  1;  le  trinôme 
s'annule  d'ailleurs  pour  x  =  4  et  x  =  —  2. 

5°  Déterminer  entre  quelles  limites  on  peut  faire  varier  la  valeur 
de  x  pour  que  le  trinôme  —  3x2  —  12x  ■+■  36  soit  négatif. 

Écrivons 

t/  =  —  3x*  — 12x-t-36 

ou  y  =  —  3(x*4-4x  — 12) 

Les  racines  du  trinôme  x*  4-  4x — 12  étant  x'  =2  et  x''  =  —  6,  on 
voit  que  le  trinôme  sera  négatif,  c'est-à-dire  aura  le  même  signe  que 
son  premier  terme,  pour  toute  valeur  de  x  non  comprise  entre  ses 
deux  racines. 

x  peut  donc  varier  entre  2  et  4-  oC,  et  entre  —  6  et  — oC;  le  tri- 
nôme s'annule  d'ailleurs  pour  x  =  2  et  x  =  —  6. 

6°  Déterminer  entre  quelles  limites  on  peut  faire  varier  x  pour  que 
le  trinôme  x*  —  4x  ■+■  6  soit  positif. 

Écrivons 

x*  —  4x  •+•  6  =  0 

Le  terme  connu  6  étant  plus  grand  que  le  carré  de  la  moitié  do  4, 
les  racines  du  trinôme  sont  imaginaires  (n°  237). 

Le  trinôme  restera  donc  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  A 
te  (n*  246). 
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7»  Peut-on  poser  l'inégalité  x*  —  6x  -+- 12  <  0  ? 

Non ,  car  les  racines  du  trinôme  proposé  sont  imaginaires  ;  dès  lors 
la  valeur  du  trinôme  a  le  signe  de  son  premier  terme  ;  le  trinôme  ne 
sera  donc  jamais  négatif. 

8°  Étant  donnée  l'équation  x*  —  6x  —  16  =  0,  trouver,  sans  la  ré- 
soudre, si  les  nombres  3  et  10  sont  compris  entre  ses  racines. 

Le  nombre  3  mis  à  la  place  de  x  dans  l'équation  proposée  donne 
—  25  pour  la  valeur  du  premier  membre;  cette  valeur  étant  d'un 
signe  contraire  à  celui  du  coefficient  de  as*,  3  est  compris  entre  les 
racines  (247). 

Le  nombre  10  mis  à  la  place  de  x  donne  -+-  24  pour  valeur  du  pre- 
mier membre;  cette  valeur  ayant  même  signe  que  le  terme  x%,  10  n'est 
pas  compris  entre  les  racines. 

Si  l'on  résout  l'équation,  on  trouve,  en  effet,  que  les  racines  sont 
8  et -2. 

§  IV.  —  Équations  bicarrées. 

253.  Une  équation  bicarrée  est  une  équation  du  quatrième 
degré,  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue; 
elle  est  de  la  forme 

ax*  +  bx*-\-c=:0 
Posons    x*  =  z,    d'où    x*  =  zl;    l'équation  devient  : 
az1  -\-  b  s  -f-  c  =  0 

M  .=  -*±£=**  (1) 


et  par  suite  x =±  \f  -b±^-Jaç_  [% 

Les  quatre  racines  sont  : 
yf  —+\J^à  +  }/b*--i(K       yrr  =._\T—b  +  )/b*  —  Aa7 

g».-,  j  J^b  —  sjb*  —  toc       xfm=      ,TZ.b  —  ylW=SM 

On  voit  que  ces  racines  sont,  deux  à  deux,  égales  et  de  signes 
contraires.  Ce  résultat  était  facile  à  prévoir,  car  l'équation  ne  ren- 
fermant que  les  puissances  paires  de  l'inconnue,  reste  la  même 
quand  on  change  a?  en  —  x. 

254.  Discussion.  Lorsque  les  valeurs  de  z  sont  réelles  et  posi- 
tives, les  quatre  valeurs  de  x  sont  réelles,  égales  deux  à  deux, 
mais  de  signes  contraires. 
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Lorsque  les  valeurs  de  z  sont  réelles  et  de  signes  contraires, 
x  a  deux  valeurs  réelles,  égales  et  de  signes  contraires,  et  deux 
valeurs  imaginaires,  aussi  égales  et  de  signes  contraires. 

Enfin ,  lorsque  les  valeurs  de  z  sont  négatives  ou  imaginaires , 
les  quatre  valeurs  de  x  sont  imaginaires. 

Remarque.  Pour  que  les  quatre  racines  soient  réelles,  il  faut 
que  l'on  ait  dans  l'équation  6*  —  &ac>  0,  et  de  plus  que  b  soit 
négatif  et  c  positif. 

255.  Applications.  Soit  à  résoudre  les  équations  suivantes  : 
1»  x*— 25x»  -1-144  =  0 

On  a  immédiatement,  d'après  la  formule  (2)  : 

d'où  x'  =  4    x"  =  3    x'"  =  —  4    x""  =  —  3 

2»  4x*  -h  17x*  — 15  =  0 


Ona:  x  =  ±  ^/zzlL^M±M 

foà    x'=-^-     X"=t/=T    x'"  = — !^L    x""  =  -/=F 

3»  x*  —  6x»  -+- 10  =  0 

On  a  x  «=  ±  ^3  dt  /9  "^~Ï(T 

x  =  ±y/3dzv/^rr 
Les  quatre  racines  sont  imaginaires. 

Transformation  des  expression*  de  la  forme  y  A  it  ^B  • 

256.  La  résolution  d'une  équation  bicarrée  conduit  ordinaire- 
ment à  une  expression  de  la  forme  \/a  ±  y/B  ;  il  est  utile,  lorsque 
,'ela  est  possible,  de  transformer  cette  expression  en  une  somme 
e  deux  radicaux  simples ,  tels  que  \[x  -\-  <Jy. 
Posons  }/k-\-  /f  =  s/^+  Jy  ,  x  et  y  étant  des  quantités  ra- 
onnelles;  élevons  au  carré  les  deux  membres 
X  +  ><Q=x  +  y  +  y/ïxJ 
él.  5 
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Or,  d'après  le  n°  208,         x  -f-  y  =  A 

et  4a^/  =  B,    d'où    xy  =  -j 

On  connaît  la  somme  et  le  produit  des  inconnues,  donc  (n°  231\ 

X'—  4X  +  1=0 

4 

x  i  —  A±^A2  — B 

Ainsi  les  valeurs  de  xetdej  seront  commensurabies  lorsque 
l'expression  A2  —  B  qui  est  sous  le  radical  sera  un  carré. 

En  appelant  C2  ce  carré ,  on  aura  : 

.-  A±l    et    ,  =  A=Ç 


257.  Exemple.  L'expression  \/ll  +  v/2ï",  dans  laquelle  H2— 21 
on    100    est  un  carré,  devient  : 

.  /H +  10    ,   .  /H  — 10      M     .  /H"   ,   .  /T 

V        2— +  V— 1—     0U     V-2-  +  V2- 

La  condition  de  transformation  des  expressions  de  la  forme 

v^a  —  y/B  est  la  même  que  Pour  V^A  +  v'B  . 

Equations  réciproques. 

288.  Définition.  Une  équation  est  dite  réciproque  quand  elle 
ne  change  pas  lorsqu'on  y  remplace  x  par  — .  Par  conséquent, 

30 

si  une  telle  équation  a  pour  racine  a  elle  a  aussi  pour  racine  — . 

259.  Soit  à  résoudre  l'équation  réciproque  du  quatrième 
degré 

kx*  —  9x*  —  260;'  —  9a;  +  4  =  0 

Si  Ton  groupe  les  termes  qui  ont  le  même  coefficient ,  l'équa- 
tion proposée  peut  s'écrire  : 

4  [x*  + 1  )  —  9  [x3  -f  x)  —  26a?2  =  0 

Divisons  par  x1,  afin  de  faire  disparaître  x  du  dernier  terme 
il  vient  : 

i(a-  +  Jî)-9(o?+^)-26  =  0  (S 
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1  1 

Posons      z  =  x-{-  —  ,    d'où    z1  =  x-  +  -^  +  2 

par  suite  x1  -\-  — g-  =  s2  —  2 

l'équation  (2)  devient  alors 

4(^2  _  2)  —  9z  —  26  =  0 
4*2  _  9*  _  34  —  o 


d'où 


»_  9  ±  y/81 +  16x34 
8 

*'  =  JI-    et    z"  =  —  i 

4 

Dans  l'équation  x-\ =  z,  remplaçons  z  par  ses  valeurs 

■    x  +  ±"  (3) 

1    x        4 

a?  +  i-  =  -2  (4) 

L'équation  (3)  devient  successivement 

4a?2  — 17^  +  4  =  0 


T_  17  ±  y/289 


a/  =  4    et    x"  =:-£ 

L'équation  (4)  devient  aussi 

a?2  +  2a?-|-l=0 


07  =  —  l±V'l  —  1 

a/  =  — 1    et    a?"  =  — 1 
Les  racines  de  l'équation  proposée  sont  donc  : 

a/  =  4,    a?"  =  |,    x",  =  —  1,    a/"'  =  — 1 

Sot*  encore  à  résoudre  l'équation  réciproque  du  quatrième 
egré 

3a?4  —  lOa^  +  lOa?  —  3  =  0 
dans  laquelle  le  terme  en  a?2  manque. 
Groupons  les  termes  qui  ont  le  même  coefficient 
3(a?4  —  1)  —  10a?(£c2  — 1)  =  0 
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or  x*  —  \  =  (oc*  +  \){xi  —  1) 

on  peut  donc  écrire  en  mettant  x%  —  1  en  facteur  commun 

[x*  —  1  )  [3(a?  +  1  )  —  10\r]  =  0 

On  aura  les  quatre  racines  de  cette  équation  en  résolvant  les 
deux  équations 

a?— 1=0 

3(07*4-1)  —  10a?  =  0 

la  première  donne  x  =  ±  1 

4 
et  la  seconde  x'  =  3    et    x"  =  -*- 

Equations   binômes. 

2C0.  Une  équation  binôme  est  une  équation  à  deux  termes 
dont  l'un  est  connu;  elle  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme 

xm  ±  A  =  0 

m 

Posons  jX=a,    d'où    am  =  A,  et  l'équation  devient  : 

x™  ±  Q>m  =  0 
Si  nous  supposons  que  x  =  ay,  y  étant  une  inconnue  auxi- 
liaire, xm  égalera  amym,  et  l'on  aura  : 
amym±  am  =  0 
am[ym±  1)  =  0 
d'où,  en  supprimant  le  facteur  commun  a", 
^±1  =  0 

Telle  est  la  forme  à  laquelle  on  peut  ramener  une  équatioa 
binôme;  elle  permet  Je  calculer  y.  Les  valeurs  de  y  étanti 
trouvées,  on  les  multiplie  par  a  et  l'on  obtient  celles  de  x. 

261.  Application!.  !•  Soit  à  résoudre  l'équation 
x*  —  81=0 

4 

Remarquons  que  /5T=3;  on  aura  donc  à  résoudre  l'équation 

ï«  — 1=0 
Cette  équation  peut  s'écrire  : 

v4—  i  =  fy*-t-i)(y*  — 1} 

Les  racines  sont  données  par  les  équations 

y*  ■+-  1  =  0,    d'où    y  =  ±  / — T 
yi  —  1  =  0,    d'où    y  =  =fc  1 
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En  multipliant  ces  racines  par  3 ,  on  a  pour  celles  de  a  ; 

X'    =z±fy=\ 

x"  =      3 
x'"  =  —  3 

2»  Soit  à  résoudre  l'équation 

x3  —  1  =  0 
x*  —  1  étant  divisible  par  x  —  1  (n°  57) ,  on  peut  écrire  : 

X3  —  1  =  (x*  -+-  X  -+-  1  )  (X  —  1  ) 

Les  racines  sont  données  par  les  équations 
xs  •+-  x  -+-  1  =  0 
x  — 1  =0 
en  les  résolvant  on  trouve  : 

—  lrfct/^3- 


et    x  =  i 

z  * 

3#  Soit  à  résoudre  l'équation 

x3-i-i=0 
x3  +  1  étant  divisible  par  x-M  (n«  57),  on  peut  écrire: 

x3-M  =  (x-f-  l)(x4  —  x-M) 
Les  racines  sont  données  par  les  équations 
X-+-1  =0 
xs  —  x  -+-  1  =  0 
n  les  résolvant  on  trouve 

x  =  — 1 

2 

Ce  sont  tas  racines,  changées  de  signes,  de  l'équation  x'  — 1=0. 
On  aurait  pu  les  déduire  directement  de  cette  équation,  car  en  chan- 
geant le  signe  de  x  dans  l'équation  x3-i-  1  =0,  on  trouve 

—  x3  -h  1  =  0 

ou  x3  —  1  =  0 

4°  Soit  à  résoudre  l'équation 

x*  ■+- 1  =  0 
Écrivons  l'identité 

x*H-l=(x*-t-l)*  —  2x» 

ou  (x*-t-l)  =  (x*-M  -*-x\f2)[x*-i-i  —  x\/2") 

Les  racines  de  x*  -+- 1  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  chacun  des 
deux  facteurs  du  second  membre. 
De  x*  -+-  xv/2  -+- 1  =r  0 
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on  tire  x  =  .  —  y?±V^li. 
et  de  x*  —  x/2  +  1=0 
on  tire  x  =  — ^ 

Les  quatre  racines  sont  imaginaires. 

5»  Soit  à  résoudre  l'équation 

X*  —  1=0 

x5 —  1  étant  divisible  par  x  —  1  (n°  57),  on  peut  écrire  : 
x5  —  1  =  [x*-hxi-hxi  -+-  x-*-l)  (x —  1) 
et  les  racines  sont  données  par  les  équations 
x  — 1  =0 

X*-i-Xi-hXi-i-X-^-l  =  0 

Cette  dernière  est  une  équation  réciproque  analogue  à  celle  du 
n»  259;  ses  quatre  racines  sont  imaginaires. 

Les  racines  Je  l'équation  x5  -+- 1  =  0  s'obtiendraient  en  changeant 
les  signes  de  celles  de  l'équation  x5  — 1=0. 

6°  Soit  encore  l'équation 

x«  — 1=0 
On  peut  écrire  : 

x»-l=(x»-f-l)(x3  — 1) 

Les  racines  sont  celles  des  équations  x3  -+- 1  =  0  et  x*  —  1=0, 
déjà  résolues. 

Equations   trinômes. 

262.  Une  équation  trinôme  est  une  équation  à  trois  termes  de 
la  forme 

aa?*  -f-  bxn  -j-  c  =  0 

Pour  la  résoudre  on  pose 

x*  =  z,    d'où    x**  =  x* 
et  l'équation  devient  : 

az*  +  bz-\-c  =  0 


d'où  ;  oux"  = 


—  b  ±  t/ft*  —  iac 


2a 
On  est  ramené  à  résoudre  les  deux  équations  binômes 


-6  +  v/6'-4ac       t -b-<JW=toc 

x-—  ^  et    a?  _  ^ 

Remarque.  L'équation  bicarrée  résolue  au  n°  253  n'est  qu'un  ca» 
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particulier  de  l'équation  générale  que  nous  venons  de  traiter; 
c'est  une  équation  trinôme  dans  laquelle  n  =  2. 

263.  Applioation.  Soit  à  résoudre  l'équation 
&  —  72x*h-512  =  0 
Posons  x*  =  »,  d'où  x&  =  s*,  et  l'équation  devient  : 
a*  —  72j  -+-  512  =  0 


s  ou  xï  =  36  ±  /l  296  —  512 

x'»  =  64    et    x"=»  =  8 

On  a  maintenant  les  deux  équations  binômes  : 

x'  —  64  =  0 

x»—   8  =  0 

Il  faut  résoudre  y*  —  1  =  0  et  multiplier  les  racines  trouvées  d'abord 

3  3 

par  \/64  ou  4,  puis  par  /8~  ou  2. 
Les  racines  de  y*  —  1  étant  (n°  262,  2»)  y'  =  1  et  y"  =  —1  ~y  ^L, 

y,„_  —  1  —  V'— _3_  çgiigg  de  l'équation  x6  —  72x3  +512  =  0  seront  : 

x1  =  4,  x«  =  2 

x*  =  2(—  l-h\^-3),  x»  =  —  l-+-/^"3~ 

x»  =  2(—  1—  /=^3),  x6  =  —  1—  y/^3" 


§  V.  —  Équations  à  plusieurs  inconnues. 

264.  Lorsqu'on  veut  résoudre  un  système  d'équations  à  plu- 
sieurs inconnues  dans  lequel  quelques-unes  des  équations  sont 
du  deuxième  degré,  on  arrive,  par  des  éliminations  successives, 
à  une  équation  ne  renfermant  qu'une  seule  inconnue.  Si  cette 
équatioD  est  du  second  degré ,  ou  même  bicarrée,  on  la  résout 
par  les  procédés  ordinaires  ;  mais  si  elle  est  d'un  degré  supérieur 
au  second,  on  ne  peut  pas  la  résoudre  par  l'algèbre  élémentaire, 
excepté  cependant  dans  des  cas  particuliers,  en  employant  des 
artifices  de  calcul. 

Un  système  de  deux  équations,  une  du  premier,  l'autre  du 
deuxième  degré,  ne  donne  jamais  une  équation  finale  d'un  degré 
supérieur  au  second. 

263.  Artifices  de  calcul.  Voici  les  artifices  les  plus  générale- 
ment employés. 
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1°  Soit  le  système  des  deux  équations 
x  -\-y  =  12 
xy  =  3o 

On  connaît  la  somme  et  le  produit  des  inconnues;  ces  incon- 
nues seront  donc  (n°  231)  les  racines  de  l'équation 

Xs  —  12X  +  35  =  0 


d'où  x"  ou  a?  =  6  4-^36"  —  35  =  7 

x"  ou  y  —  6  —  y/36  —  35  =  5 

266.  2°  Soit  le  système  des  deux  équations 
x  —  y  =  5 
xy  =  —  4 

Posons  z  =  —  y,  et  le  système  proposé  devient 
x  -f-  z  =  5 
xz  =  +  4 

Les  inconnues  seront  les  racines  de  l'équation 
X'  —  5X  +  4  =  0 


d'où 


3/_  5-W25-16  __^ 


e»  ^  5-^16  =< 

a?  =  4;    *=tj    d'où    y  =  — 1 

Autre  procédé.  Si  à  la  première  équation  élevée  au  carré 
X*  -f-  y7  —  tcy  =  25,  on  ajoute  4  fois  la  seconde,  ou  kxy  =  —  16, 
on  trouve  : 

x*  + 1/!  +  2xy  =  9 

Prenons  la  racine  carrée  des  deux  membres 
»+y=3 

connaissant  la  somme  3  et  la  différence  5  des  inconnues;  on 
aura  (n    124) 

3  +  5 

x  = — g —    ou    4 


3  —  5  . 

!/  =  —*—    ou    -1 
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2G7.  3°  Soit  le  système  des  deux  équations 
x  +  y  —  a 

xi  _j_  y*  __  p 

Si  de  la  première  élevée  au  carré  on  retranche  la  seconde,  on 

trouve  : 

2a72/*  =  a5  — 65 

a*  —  6* 
d'où  ocy  = ^ 

ai 0* 

On  connaît  maintenant  la  somme  a  et  le  produit  — g des 

inconnues ,  on  peut  donc  écrire 

„s  1^.  M 
X* 

x 

y 


î  _ 

-aX- 

a± 

¥      , 

0 

Va» -3 

a2- 

-6») 

Q> 

2 

+  ^26*- 

-a2 

o- 

2 

y 

—  v/262- 

-a* 

2 

2G8.  4°  Soit  le  système  des  deux  équations 
X*  -f-  y*  —  a5 

Le  double  de  la  seconde  équation  ajouté  à  la  première  ou 
retranché  de  la  première  donne  successivement  : 
ce»  _j_  yi  _|_  2arç/  =  a2  +  26* 

«■  +  V1  —  %xy  —  a*  —  2&î 
Prenons  la  racine  carrée  de  chacune  de  ces  équations  : 

x  +  y=±Ja*+W' 

x  —  y  =  -+-  J  a*  —  26* 
On  connaît  la  somme  et  la  différence  des  inconnues,  donc  (n°  124) 

oo  =  -±^  +  36»  ±  y/a2  — 26' 
2  : 

„_  ±v/a24-26î"+Va2  — 262 

r 2 

Autre  procédé.  La  seconde  équation  élevée  au  carré  donne 
,j/2=64.  Si  l'on  prend  x9,  y9  pour  inconnues,  on  connaît  la 
>mme  et  le  produit  de  ces  inconnues,  on  a  donc  : 
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d'Où     X  =  ±\JZ±J*^E,     y  =  ±\/*t->liï= 


46* 


269.  5°  Soit  le  système  des  deux  équations 

x  —  y  =  2 
x3  —  ^  =  98 

La  première  élevée  au  cube  devient 

ce3  —  3a?*i/  -j-  3a?i/2  —  t/3  =  8 
ou  x3  —  y3 — Zxy[x —  y)  =8 

remplaçant    x3  —  y3    par  98    et    a?  —  y    par  2 ,    on  trouve  : 

98  —  6xyz=S 
ou  xy  =  15 

On  connaît  la  différence  2  et  le  produit  15  des  inconnues,  et 
l'on  retrouve  le  cas  du  n°  266.  Les  équations  résolues  donnent 
a?  =  5,     y  =  3 
On  résoudrait  d'une  manière  analogue  le  système 

x  +  y  =  6  (1) 

£c3  +  y3  =  126  (2) 

Cependant  on  peut  employer  la  méthode  suivante.  Divisons 
membre  à  membre  l'équation  (2)  par  l'équation  (1),  il  vient  : 

^+y3  =  ^6  =gi 

x  +  y  6 

du  (n°  57)  xi  —  xy  +  yi  =  Vi  (3) 

L'équation  (3)  retranchée  de  l'équation  (1)  élevée  au  carré 
donne  xy  =  5.  On  connaît  la  somme  6  et  le  produit  5  des  in- 
connues ,  on  peut  donc  écrire  : 

X2  —  6X  +  5  =  0 
d'où  x'  =  5 

x"  =  1 

Ces  valeurs  mises  à  la  place  de  x  dans  l'équation  (1)  donnent  : 
y  ■=.  \     et    y  =  5 
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270.  6°  So%t  à  résoudre  le  système  des  deux  éauationa 
xy[x  +  y)  =  a 

x  +  y  =  b 

En  divisant  membre  à  membre  les  deux  équations  on  a  : 

a 
xy  =  T 

On  connaît  maintenant  la  somme  et  le  produit,  il  est  facile 
d'avoir  la  valeur  des  inconnues. 

271 .  7°  Soit  encore  à  résoudre  le  système  des  deux  équations 
x-\-y  —  1a  (lj 

x*  +  y*=z<2b*  (2) 

Prenons  pour  inconnue  auxiliaire  la  demi -différence  des  in- 
connues et  posons 

d'où  x  —  y  =  2*  (3) 

Les  équations  (1)  et  (3)  étant  résolues  donnent 

x-=a-\-z    et    y  =  a —  z  (4) 

En  remplaçant  x  par  a  -\-z  et  y  par  o — z  dans  l'équation  (2), 
on  trouve  : 

[a  +  z)*  +  [a  —  z)*  =  <2bi 

a*+4a3*+6aV+4a*3+z4+a4— 4a3*-|-6aV— 4a*3-f**=2&4 
zi+ôaW+a*  —  64  =  0 
z—±^—Sa*±J$âir+br 
Cette  valeur  de  z  mise  dans  les  équations  (4)  donne  : 

y  =  a  -  ij—3a?±fîai  +  bi 

272.  8°  Soit  enfin  à  résoudre  le  système  des  deux  équations 

9œ»  +  9y*  —  5  [y  —  x)  =  502  (1) 

3^  +  7(07  -y)  =  77  (2) 

De  la  première  retranchons  6  fois  la  seconde 
9cc»  -f  9y*  —  5  (  y  —  a?)  —  \$xy  —  42  (a?  —  y  )  =  502  —  462 
9  (a?2  +  y*  —  Ixy)  +  5  (ae  —  y)  —  42(a>  —  y)  =  40 
9  [x  —  y)*  —  37  {x  —  y  )  =  40 
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posons  *  =  £C  —  y;  l'équation  devient: 
9z*  —  37*  —  40  =  0 

M  z=37±vT37^+-36-xl0--=5et_8 

ainsi  x  —  y  —  ^>    et    — ^ 

Ces  valeurs  mises  à  la  place  de  a? — y  dans  l'équation  (2)  donnent 

a,      ♦     749 
0^=14    et    -g=- 

On  connaît  maintenant  la  différence  et  le  produit  des  incon- 
nues, et  il  est  facile  d'en  tirer  la  valeur  de  x  et  de  y. 

On  trouve  x  =  7    et    =A+^. 


y  =  2    „    è±ÇÊL 

273.  Remarque  I.  On  voit  que  la  plupart  des  artifices  de  calcul 
consistent  à  trouver  la  somme  et  le  produit  de  deux  inconnues, 
et  à  résoudre  ensuite  une  équation  du  second  degré  dont  les  ra- 
cines sont  précisément  les  valeurs  de  chacune  des  inconnues. 

274.  Remarque  IL  Le  système  des  deux  équations  du  n°  268 
nous  a  donné  pour  x  et  pour  y  des  valeurs  de  forme  différente, 
savoir,  d'une  part,  

x  =  ±   <I*  +  W±&=W  („ 

y=±^— HZ ^ï 

et,  d'autre  part,  


il  faut  donc  que  les  deux  valeurs  do  chaque  inconnue,  celles 
de  x,  par  exemple,  "soient  équivalei  tes  ;  pour  le  vérifier,  éle- 
vons au  carré  ia  formule  (1), 


^  —  T*  2 
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d'où  *  =  ±V/?'±>/^-*fir 

valeur  identique  à  la  formule  (2). 

D'ailleurs  de  la  formule  (2)  on  peut  passer  à  la  formule  (1)  à 
l'aide  de  la  transformation  indiquée  au  n°  256.  En  effet,  on  a  ici 
A  =  o»,  B=o4  — 464;  donc  A2  —  B  =  a*  —  (a4—  464)  =  464; 
par  suite,  C  =  262, 

d  ou  X  =  -J- ! 4— ï 


.  —  yfo9  +  262  —  y/a2  —  26' 

y—  g 


§  VI.  —  Problèmes  du  second  degré. 

275.  Problème  i.  Combien  a-t-on  eu  de  mètres  de  drap  pour  240  fr., 
sachant  que  si  le  mètre  avait  coûté  3  fr.  de  moins,  on  aurait  eu 
4  mètres  de  plus. 

Soit  x  le  nombre  de  mètres. 

— -  sera  le  prix  du  mètre,  et  ,  ,  le  prix  du  mètre  dans  le 
second  cas;  mais  alors  le  mètre  coûte  3  fr.  de  moins,  il  manque 
donc  3  fr.  au  quotient j-  pour  égaler ,  de  là  l'équation 

240  240      .  0 


X      '       CC-r-4 

Multiplions  tous  les  termes  par  x(s  +  4),  on  trouve  : 
240a:  +  960  =  240x  -+-  3x*  ■+■  12x 
a;*  -+-  kx  —  320  =  0 
d'où  x'  =  16    et    x"  =  —  20 

On  a  donc  eu  16  met.  La  seconde  réponse  n'est  pas  admissible;  ce- 
pendant, si  l'on  change  son  signe,  elle  indique  qu'on  aurait  eu  20  met. 
si  le  prix  du  mètre  eût  été  diminué  de  3  fr. 

278.  Problème  H.  Deux  associés  ont  retiré  de  leur  commerce  2  500  fr. 
mise  et  bénéfice;  le  premier  a  eu  300  fr.  de  gain;  on  sait  d'ailleurs 
que  le  second  avait  mis  800  fr.  :  trouver  la  mise  du  premier  et  le  gain 
du  second. 

Appelons  x  la  mise  du  premier  et  y  le  gain  du  second;  on  a  d'abord  : 

»-r-y  =  2  500  —  300  —  800  =  1  400 

5* 
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Les  gains  étant  proportionnels  aux  mises ,  on  a  encore  : 

x    _  800 
300  —~y~ 

d'où  xy  =  240000 

On  connaît  la  somme  et  le  produit  des  inconnues;  on  peut  donc 

écnrô  * 

X»  —  1 400X  -+-  240  000  =  0 

d'où  x  =  1200    et    y  =  200 

277 .  Problème  m.  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que 
la  section  soit  la  différence  des  deux  calottes  qui  ont  pour  base  com- 
mune cette  section. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffît  de  déterminer  à  quelle  distance 
du  centre  il  faut  mener  le  plan  sécant. 

Appelons  x  cette  distance  et  R  le  rayon  de  la 
sphère. 
La  surface  delà  section  est  (voir  Gèom., 4«édit., 

n*321):  *(R>  —  x*) 

Celle  de  la  calotte  supérieure  sera  (  Géométrie, 
K*  édition,  n«  558) :  2*R(R  — x) 

et  celle  de  la  calotte  inférieure,         2wR(R  -*-  x) 
De  là  l'équation  : 

k(R*  —  x*)  =  2*R(R  -+-x)  —  2tiR(R  —  x) 
R*  —  x*  =  2R  (R  ■+-  x  —  R  ■+■  x) 
x*-+-4Rx  — R*  =  0 
d'où  x«— 2R:fcRv/5 

œ'=— 2R-r-Ri/5;    x"  =  — 2R  — R/5 

La  seconde  réponse  n'est  pas  admissible;  car  elle  est  plus  grande 
que  R,  en  valeur  absolue. 

278.  Problème  iv.  Un  particulier  place  à  un  certain  taux  un  ca- 
pital de  8000  fr.  ;  après  un  an,  il  retire  ce  capital  et  les  intérêts  pro* 
duits,  et  place  le  tout  à  un  taux  supérieur  de  1  fr.  au  premier;  alors 
il  retire  un  revenu  annuel  de  416  fr.  :  quel  était  le  premier  taux? 

Soit  x  ce  taux;  iii^jtPO0-  ou  80x  exprime  l'intérêt  de  8000  fr.  en 

an  an.  Le  nouveau  capital  est  alors 

8000-f-80x 

Et  ce  capital  au  taux  (x-+- 1  )  p.  %  rapporte 

(8  000-(-80.T)(x-r-1) 
100 
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On  aura  donc  l'équation 

(8 000 -4- 80a;)  (ac -M)  _  A16 
Ï00  ~~ 

qui  se  réduit  à  ■ 

x»  -+-  101a;  —  420  =  0 
d'où  x'  =  4  p.  %    et    x"  =  — 105 

La  première  racine  est  seule  admissible.  Le  taux  était  donc  4  p.  %. 

279-  Problème  V.  Une  croisée  terminée  par  un  demi-cercle  mesure 
m  mètres  sous  clef  de  voûte  et  a  pour  surface  s2  :  trouver  le  rayon 
du  demi-cercle. 


Soit  x  ce  rayon. 

L'aire  du  demi -cercle  est 


■rcx* 


celle  de  la 


_t_u* 


•/iu 
3 


partie  rectangulaire  est  2x(m —  x);  de  là  l'é- 
quation 

■kx* 
2 


d'où 


2x(m  —  «)-+- 
(4  —  7t)x4  —  Amx  -h  2s*  =  0 
,_  2m  ±  yAm2  ■—  2s*  (4  —  ^ 


Le  dénominateur  4  —  «  étant  une  fraction ,  le  premier  terme  2m 
du  numérateur,  divisé  par  4  —  n,  donne  un  quotient  plus  grand  que 
2m.  Mais  la  valeur  de  x  doit  être  plus  petite  que  m;  donc  il  faut  que 
le  radical  soit  pris  avec  le  signe  moins.  Le  même  raisonnement  montre 
que  le  radical  ne  peut  être  nul,  car  x  serait  plus  grand  que  m;  et 
comme  d'ailleurs  sa  valeur  doit  être  positive,  sans  quoi  les  solutions 
seraient  imaginaires,  il  faut  que  4m*  soit  toujours  plus  grand  que 

2«*(4  —  71). 

280.  Problème  vi.  Quel  est  le  nombre  qui  étant  diminué  de  sa  ra 
«ne  carrée  donne  110? 

Soit  x  le  nombre  demandé;  on  aura: 

x  —  y/x=110 

Pour  résoudre  cette  équation  il  faut  faire  disparaître  la  partie  irra- 
tionnelle ;  on  y  arrive  en  isolant  le  radical  et  en  élevant  ensuite  les 
deux  membres  au  carré  ;  écrivons  donc  : 

—  ^  =  110  —  x 
x  =  12100-hx*  —  220x 
as*  — 221x  +  12100  =  G 
d'où  a/ =  121    et    x"  =  100 
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La  racine  carrée  de  121  est  ±11;  celle  de  100  est  ±10 
121  diminué  de  sa  racine  positive  donne  110. 
100  diminué  de  sa  racine  négative  donne  aussi  110. 

Remarque.  En  appelant  x*  le  nombre  cherché,  on  a  immédiatement  : 

x*  —  as  =  110 

d'où  x1  =  11    et    x"  =  — 10 

11  et  —  10  étant  les  racines  carrées  du  nombre  cherché,  ce  nombre 
est  donc  121  ou  100. 

281.  Problème  Vil.  Trouver  deux  nombres  consécutifs  tels  que  la 
racine  carrée  de  leur  produit,  augmente  de  37,  égale  les  -^  de  la 
somme  de  leurs  carrés. 

Soient  x  et  x  +  1  les  nombres  demandés;  nous  aurons  l'équation  : 

lte(x-*-l)-f-37  =  -^-[x«-r-(x-r-l)«] 

ou  25y/a;2  -+- x  -t-  37  =  7(2x«  H-2x-+-l)  (1) 

Si  nous  élevons  au  carré  les  deux  membres  de  cette  équation  nous 
ferons  disparaître  le  radical,  mais  nous  aurons  une  équation  complète 
du  quatrième  degré  que  l'algèbre  élémentaire  n'enseigne  pas  à  ré- 
soudre. Il  vaut  mieux  procéder  comme  il  suit. 

Le  second  membre  de  l'équation  (1)  peut  s'écrire  : 
7  (2x*-*- 2x-t- 74  — 73) 
ou  7[2(x*-r-x-r-37)  — 73] 

Dès  lors  l'équation  devient  : 

2ôVx«  -r-  x  -+-  37  =  7  [2(x«  -+-  x  ■+-  37  )  —  73]  (2) 

Posons        y  =  /xs  -+-  x  -+-  37  ,    d'où    y*  =  x*  -t-  x  -+-  37  (3) 

L'équation  (2)  devient  alors 

25y  =  7(2y*-73) 
ou  14y*  —  25y  — 511=0 

y'  =  7    et    V'*  =  --ï§- 

Mettons  cette  valeur  y'  =  7,  à  la  place  de  y  dans  l'équation  (3) 

49  =  x*  -t-  x  ■+■  37 

x*-r-x  — 12=   0 

x'  =3 

x"  =  —  4 

Les  nombres  demandés  sont  3  et  4 ,  ou  —  4  et  —  3. 

71 
La  valeur  y"  = rr   mise  à  la  place  de  y  dans  l'équation  (3) 

donne  pour  x  des  racines  imaginaires. 
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282.  Problème  VIII.  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
connaissant  leur  somme,  60  met.,  et  la  perpendiculaire,  12  met.,  qui 
tombe  sur  l'hypoténuse. 

On  a  : 

x  +  y-+-z  =  60  (1) 

x*-hy*  =  z*  (2) 

xy  =  12»  (3) 

De  la  première  équation  on  tire  : 
x  +  y  =  60  —  z  (4) 

ou    x*-+-y*-h2xy  =  (60  —  z)s 
L'équation  (2)  ajoutée  à  deux  fois  la  troisième  donne  aussi  : 

x*  -+■  y2  -+-  2xy  =  z*  -+-  24z  (5) 

d'où  (60  —  z)*  =  z2-h24z 

z  =  25 
Cette  -valeur  portée  dans  les  équations  (3)  et  (4)  donne  : 
xi/ =  300 
x  •+■  y  =  35 
Par  suite  : 

x  =  15    et    y  =  20 

§  VII.  —  Maximums  et  minimums. 

283.  Variable.  On  appelle  variable  une  quantité  qui  peut 
passer  successivement  par  différents  états  de  grandeur. 

Deux  variables  sont  fonction  Tune  de  l'autre  lorsque  la  varia- 
tion de  l'une  entraîne  la  variation  de  l'autre. 

La  variable  indépendante  est  celle  à  laquelle  on  attribue  des 
valeurs  arbitraires;  l'autre  se  nomme  variable  dépendante  ou 
fonction  de  la  première. 

284.  Lorsqu'une  fonction  variant  d'une  manière  continue  di- 
minue après  avoir  augmenté,  elle  passe  par  une  valeur  plus 
grande  que  les  valeurs  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immé- 
diatement; cette  valeur  est  dite  un  maximum,.  Au  contraire ,  si, 
après  avoir  diminué,  la  fonction  augmente,  elle  passe  par  une 
valeur  plus  petite  que  les  valeurs  voisines;  cette  valeur  est  dite 
un  minimum. 

285.  Les  maximums  et  les  minimums  sont  donc  des  grandeurs 
relatives  qu'on  doit  toujours  considérer  par  rapport  aux  valeur? 
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voisines.  Une  même  fonction  peut  avoir  plus  d'un  maximum  et 
plus  d'un  minimum,  et  il  peut 
arriver   qu'un    minimum    soit 
plus  grand  qu'un  maximum. 

Si  la  ligne  ABF  représente 
la  coupe  d'un  terrain  par  un 
plan  vertical,  les  hauteurs  b, 
d,  f,  au-dessus  d'une  horizon- 
tale XY,  marquent  chacune  un 
maximum,  tandis  que  les  hau- 
teurs a,  c,  e,  indiquent  cha- 
cune un  minimum;  et  l'on  voit  que  le  minimum  a  est  plus  grand 
que  le  maximum  d. 

286.  La  théorie  des  maximums  et  des  minimums  n'est  point  du 
domaine  de  l'algèbre  élémentaire;  on  peut  cependant  résoudre 
les  questions  qui  donnent  lieu  à  une  fonction  du  second  degré 
ou  même  quelquefois  d'un  degré  plus  élevé.  Pour  cela  on  repré- 
sente la  fonction  par  m,  et  l'on  cherche  entre  quelles  limites  on 
peut  faire  varier  m  pour  que  la  variable  reste  réelle.  Les  limites 
ainsi  trouvées,  font  connaître  le  maximum  et  le  minimum. 

287.  Problème  l.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  du  trinôme 
du  second  degré    ax*  -+-  bx  -+-  c. 

Écrivons  ax*  ■+•  bx  -+-  c  =  m 


—  b  ±  /&*  —  Aac  -+-  kam 

*= 25 

Pour  que  x  soit  réel  il  faut  qu'on  ait  : 

6*  —  4ac  -f-  4am  ^  0 
eu  4om  =^  kat  —  b* 

1*  Si  a  est  positif  on  a  : 


>1 

kae  — 

6» 

4a 

rff 

4ac  — 

&» 

2*  Et  si  a  est  négatif, 


ka 

Dans  le  premier  cas,  m  devant  être  au  moins  égal  à  r ,  cette 

valeur  est  le  minimum  de  m. 

Dans  le  second  cas,  m  devant  être  au  plus  égal  i   y ,  cette 

valeur  est  le  maximum  de  m. 

Ce  sont  les  résultats  que  nous  avons  obtenus  par  une  autre  méthode 
su  n»  250. 


IIIe  PARTIE.  —   ÉQUATIONS   DU   SECOND   DEGRÉ  135 

288.  Problème  H.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  des  tri- 
3x*  —  5x  -+-  4    et    —  x2  -+-  3a.  —  7 
3x*  —  5x  -+•  4  =  m 


nomes. 
1«  Posons 


„_  5  =t  /25  —  48  -t-  12m 
x g 

x  ne  sera  réel  qu'autant  qu'on  aura 

25  — 48  h- 12m  ^0 

5s.  23 
d'où  m  ^  -jy 

23  5 

Le  minimum  du  trinôme  est  -rs-  ;  il  a  lieu  pour  x  =  -g- .  Lorsqu'on 

fait  varier  a?  de  +oC  à  — oC,  le  trinôme  donné  prend  donc  toutes 

es  valeurs  comprises  entre  -^  et  -f-oC. 


2. 

Posons 

—  as*  -+-  3x  —  7  = 

=  m 

»u 

x 

x»  —  3a;  -+-  7  = 

r  —  m 

_  3=fcv/9  — 28- 
2 

-4m 

Pour  que  x 

soit  réel, 

il  faut  qu'on  ait 

— 19  —  4m  ^ 

0 

l'où 

^        19 

19  3 

Le  trinôme  a  un  maximum  qui  est 7-;  il  a  lieu  pour  x«=-„. 

[|  289.    Problème    III.    Le  produit  de  deux  facteurs  positifs   étant 
onstant,  trouver  le  minimum  de  leur  somme. 

Soient  p*  le  produit  constant  des  deux  facteurs  et  m  leur  somme. 
On  a  X*  —  mX  -*-  p*  =  0 


y  ! 


m  ±  y/m*  —  4p2 


x  et  y  ne  seront  réels  qu'autant  que  la  quantité  placée  sous  le  ra- 
ical  sera  positive,  ce  qui  exige  que  m  ne  soit  pas  compris  entre  les 
eux  racines  ±2p  de  m2  —  4p2  =  0  (n°247J.  Mais,  d'après  l'énoncé, 
îs  facteurs  sont  positifs;  leur  somme  m  devra  donc  être  positive.  Cette 
Dmme  peut  d'ailleurs  varier  entre  -f-  oC  et  2p. 

Le  minimum  demandé  est  donc  2p. 

Pour  m  =  2p,  x  =  y  =  p,  et  les  deux  facteurs  sont  égaux. 
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290    Problème  IV.  Décomposer  un  nombre  a  en  deux  parties  telles 
que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  minimum. 
On  a  :  x*-h(a —  x)*  =  m 


d'où 


a  ±  i/2w  —  a* 
x — g 

Pour  que  la  valeur  de  x  soit  réelle,  il  faut  qu'on  ait  : 
2m  —  o»  ^  0 

■s.  «* 

m--2" 


(1) 

(2) 

(3) 


Ainsi  la  somme  m  ne  peut  être  inférieure  à  la  moitié  du  carré  du 
nombre  proposé  :  -^-  est  donc  le  minimum  demandé. 

En  remplaçant  dans  l'équation  (3)  m  par  ~ ,  on  trouve  x  =  %% 
et  par  suite  l'autre  partie  sera  aussi  -£ . 

291.  Problème  v.  On  a  un  demi-cercle  ACB;  on  élève  les  perpen- 
diculaire» AE,  BF  aux  extrémités 
duriia  ^ i être,  et  l'on  propose  de  mener 
une  tangente  telle  que  le  trapèze 
rectangle  formé  ait  une  surface 
minimum  S. 

Posons 

AE  =  EC  =  x;    BF  =  FC  =  y, 
AB  =  2R    et    OC  =  R 

On  a  d'abord  {Géom.,  4«  édition, 

n»317),    #(x+y}R  =  S 

g 
ou  x-f-y  =  -^-  (1) 

enfin    le    triangle    rectangle    EOF 

donne  xy  =  R*  (2} 

Connaissant  la  somme  et  le  produit  des  inconnues,  on  peut  écrire; 

X*--|xh-R*  =  0 


S±/S»  —  4R< 


2R 


Pour  que  les  valeurs  d'r  et  d'y  soient  réelles,  il  faut  que  la  qu 

■4e  sous   le  radical  soit   positive,  c'est-à-dire  que  la  valeui 

q«   S   ne  soit  pas   comprise  entre  les  deux  racines  2R1  et  — 2R1 
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de  s*  — 4R4  =  0  (n°  247);  2R*  est  donc  le  minimum  et   —  2R*  le 
maximum. 

Pour  S  =  2R*  on  trouve  x  =  y  =  R.  Le  trapèze  peut  prendre  deux 
séries  de  valeurs:  1°  il  part  de  -+- oC  pour  a5  =  oC,  décroît  jusqu'à 
2R*  son  minimum,  alors  x  =  R,  puis  il  croît  jusqu'à  -+-  oC  pour  x  =  0. 

2°  11  part  de  —  oC  pour  x  —  0,  croît  jusqu'à  —  2R*  son  maximum , 
alors  x  =  —  R ,  puis  il  décroît  jusqu'à  —  oC  pour  x  =  —  oC. 

292.  Problème  VI.  Dans  un  demi-cercle  on  inscrit  un  triangle 
rectangle;  étudier  les  variation*  du  périmètre  de  ce  triangle. 

Soit  ARC  un  triangle  inscrit. 
La  base  AC  étant  fixe,  la  lon- 
gueur du  périmètre  dépend  de  la 
somme  des  côtés  AR-t-BC:  or 
cette  somme  tend  vers  AG  lors- 
qu'un côté  de  l'angle  droit  tend 
vers  zéro;  il  y  a  donc  un  maxi- 
mum. 

Appelonsm  la  somme  AB-i-BCi 
la  perpendiculaire  BH  détermine  les  segments  x  et  y,  et  l'on  a  : 

AB  =  /2Rx;    BC  =  /2Ry 

Les  équations  du  problème  sont  donc 

x-i-y  =2R 

/2Rx  -t-  v/2Ry  =  m 

La  valeur  de  y  tirée  de  la  première  et  mise  dans  la  seconde  donne 

V^Râ;  -+-  v/2K(2R  —  x)  =  m 

/2R(2R  —  x)  =m  —  \/Wx 

4R*  —  2Rcc  =  m»  -4-  2Rx  —  2mv/2Rx 

4R*  —  4Rx  —  m*  =  —  2m\^2Hx 

16R*  -+-  16R*aî*  -+-  m*  —  32R'a;  —  8R*m*  -+-  8m*Rx  =  8m*Rae 

16R*x*  —  32R*x  -+-  m*  -+  16R*  —  8R2m*  =  0 


__  4R2  ±  mv/8R*  —  m* 

X 4R 

Le  coefficient  de  m*  étant  négatif,  m  ne  peut  varier  qu'entre  les  ra- 
cines ±  2R/2"  de  8R*  —  m*  =  0  (  n°  247  )  ;  le  maximum  est  donc 
2Ry/2  et  le  minimum  —  2R/2. 

Pour  m  =  2Ry'2,  x  =  R  et  le  triangle  est  isocèle;  lorsque 
m  =  —  2Rv/2,  x  =  R;  le  triangle  est  encore  isocèle  et  est  situé  au- 
dessous  du  premier. 

293.  Problème  Vil-  Un  cercle  r  tangent  aux  deux  côtés  d'un  angle 
droit  est  donné;   on  mène  une  tangente  à  ce  cercle  et  l'on  forme  un 
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triangle  rectangle  circonscrit  tel  que  ABC  :  étudier  les  variations  de 
l'aire  de  ce  triangle  et  par  suite  celles  des  côtés  de  l'angle  droit. 

Appelons  x  et  y  les  côtés  de  l'angle  droit  du  triangle  et  S  Taira 
obtenue;  on  a  pour  première  équation 

xy  =  2S  (1) 

or         CN  =  CD  =  y  —  r 
BN  =  BE  =  x  — r 
Le  périmètre  du  triangle  est  donc 
2x  -h  2y  —  2r 
par   suite    la    seconde    équation 
sera       (x-i-y —  r)r  =  S 
eu 


x-Hy  = 


(2) 


On  connaît  maintenant  la  somme 
et  le  produit  des  inconnues;  on 
peut  donc  écrire  : 


d'où 


X» 


y  = 


l       \" 

r 

-(-23  =  0 

S-hr* 

+  ]/S*- 

-  6V*S  -h  r* 

<lr 

S-hr* 

—  /S*- 

-  6r*S  4-  r* 

2r 


(3) 
W 


Discussion.  Pour  que  les  racines  soient  réelles,  il  faut  que  la  valeur 
de  S  ne  soit  pas  comprise  entre  les  racines  rl(3-H2/2  )  et  r*(3  — 2/2  ) 
du  trinôme  S*  —  6r2S  -t-  r*. 

Le  minimum  est  donc  r*(3-t-2y/2),  et  le  maximum  r*(3  — 2/2). 

Pour  S  =  r>(3  +  2/2),    x  =  y  =  r(2-t-/2  ) 

•t  pour  S  =  r*(3  — 2/2),    x  =  y  =  r(2  —  /2) 

Quand  S  =  oC,  x  =  oC,  BCest  parallèle  à  AB,  et  par  suite  y  =  2r. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat  pour  la  valeur  de  x,  car  lors 
qu'on  fait  S  =  oC  dans  l'équation  (3)  on  trouve  x  =:  oC.  L'équation  (4' 
ne  se  prête  pas  directement  à  la  vérification  de  la  valeur  de  y;  mai 
quand  on  multiplie  les  deux  termes  du  second  membre  par 

S  +  r»  +  /S2—  6t«Sh-H 
cette  équation  devient  : 


V  = 


4Sr 


S  -t-  r*  -+-  /S*—  6r*S  ■+-  r* 
ou  en  divisant  tous  les  termes  par  S 

4r 


v  = 


i-T- 


r» 


V'-ï 


r* 

w 
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Si  l'on  fait  S  =  oC,  les  termes  -^-, q-  et  -^-  deviennent  zéro, 

et  l'on  a:  y=-~j  =  2r 

Quand  S  =  0,  x  =  r  et  y  =  0.  Pour  vérifier  ce  résultat,  il  suffit  de 
faire  S  =  0  dans  les  formules  (3)  et  4,  et  l'on  trouve 
_  r^-hr*  _ 

2r 

y=— 2^-=° 

Résumé.  !•  x  décroissant  de  -+-  oC  à  r(2  -t-  /2),  S  décroît  de  -+-  oC 
à  r*(  3-1-2/2"),  son  minimum;  x  continuant  à  décroître  de  r  (2  -4-/2) 
à  2r,  S  croît  de  r»(3  -t-  2/2)  à  -h  oC. 

2°  ce  décroissant  de  r  à  r(2  — /2),  S  croît  de  0  à  r*(3  —  2/2),  son 
maximum;  x  continuant  à  décroître  de  r(2  —  /2~)  à  0,  S  décroît  de 
r»(3  —  2/2")  à  0. 

Nous  ne  considérons  pas  les  valeurs  de  x  comprises  entre  2r  et  r, 
parce  que  le  triangle  ne  serait  pas  situé  dans  l'angle  BAC.  Pour  ces 
valeurs  S  varie  de  —  oC  à  0. 

Ainsi  le  triangle  peut  prendre  deux  séries  de  valeurs,  toutes  posi- 
tives. 1°  Il  part  de  -+-oC,  décroît  jusqu'à  son  minimum,  puis  croît 
jusqu'à  -i-oC;  2»  il  part  de  0,  croît  jusqu'à  son  maximum,  puis  dé- 
croît jusqu'à  0. 

Le  minimum  correspond  au  triangle  isocèle  ABC,  et  le  maximum 
au  triangle  isocèle  A6c.  Le  triangle  Abc,  bien  qu'il  soit  plus  petit  que 
le  triangle  ABC ,  est  cependant  le  plus  grand  des  triangles  que  l'on 
puisse  former  au  moyen  d'une  tangente  au  cercle  dans  la  région  DME, 
tandis  que  ABC  est  le  plus  petit  des  triangles  que  détermine  une  tan 
gente  dans  la  région  BNE. 

294.  Problème  Vin.  Pour  quelle  valeur  de  x  l'expression  — 8 ~ „ 

sera- t-  elle  maximum  ou  minimum  f  (Proposé  en  1872  aux  candi- 
dats à  l'école  des  mineurs  de  Saint^Etienne.  ) 
Appelons  m  la  valeur  de  la  fonction,  on  aura: 
x  —  4        _M 
x*  —  3x  —  3  —  m 
x  —  4  =  mas*  —  3mx  —  3m 
ou  mx!  —  3mas  —  x  —  3m  -+-  4  =  0 

ma;8-  (3m-t-l)x  —  (3m  —  4)=0 


_  3m -f- 1  ± /(3?n  +  !)'  +  4m (3m  —  4) 

X 2m  ~~ 

en  simplifiant  le  radical,  on  trouve  : 

„_  3m-Hl±/21m2  — lOm-Hl 


2m  « 
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Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  qu'on  ait  : 

21m*  —  10m  +  1^0 


Les 

racines 

du  trinôme 

m* 

10m 
21 

+ 

1 

21 

sont  : 

m'  = 

1 

3 

et 

m  ' 

Le  premier  terme  du  trinôme  étant  positif,  la  valeur  de  m  ne  doit 

pas  être  comprise  entre  les  deux  racines.  Ainsi  m  doit  être  plus  grand 

1  1 

que  -s    ou  plus  petit  que  -=-;  il  peut  donc  valoir  tous  les  nombres 

1  1 

compris  entre  -g- et  +OC,  et  entre  -=-  et  — oC. 

1  1 

Le  minimum  de  la  fonction  est  donc  -s-,  son  maximum  est  -=-. 

1  1 

Pour  m  =  -q-  l'équation  (1)  donne  x  =  3,  et  pour  m  =  -=-  la  même 

équation  donne  x  =  5. 

La  fraction  proposée  est  donc  maximum  pour  x  =  5  et  minimum 
pour  x  =  3. 

295.  Discussion.  Lorsque  x  =  4,  le  numérateur  devenant  nul  sans 
que  le  dénominateur  le  soit,  la  fonction  s'annule. 

Pour  déterminer  la  valeur  vers  laquelle  tend  la  fonction  lorsque  x 
tend  vers  l'infini,  on  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  par  x*  el 
l'on  écrit  : 


x           4 
x2        x* 

i 4_ 

X            X4 

x»        3x        _3_ 

X*             X*             Xi 

—  4  __  1 3_ 

X            X* 

Si  Ton  fait  maintenant  x  =  ±oCy  la  valeur  de  chacun  des  termes 

~X 


_ . %- , '   , s   devient  zéro,  et  l'on  trouve  m  =  -,-  =  0. 

x*  x  x*  1 


Ainsi  la  fonction  s'annule  encore  pour  x  =  ±  oc. 

Le  dénominateur  égalé  à  zéro  a  pour  racines J- — ;  ces  valeurs 

n'annulant  pas  le  numérateur,  la  fonction  devient  inûnie  pour 

3=fc/21' 
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296.  Résumé,  x  décroissant  de  -+-  oC  à  -+-  5,  m  croît  de  0  à  -=-  ,  son 

maximum;  x  décroissant  de  -+-  5  à  -+-  4,  m  diminue  de  -=-  à  0;  x  dé- 

3  -f-  i/2T 
croissant  encore  de  4  à  — —£ ,  m  décroît  de  zéro  à  — oc.  Dès 

3  -+-  */2T 
que  x  devient  plus  petit  que  — ^J- ,  m  passe  brusquement  de 

-Xà+  oC. 

x  continuant  à  décroître  de  — — J- — .  à  -h  3,  m  décroît  de  -t-oC 

1  o i/2T 

à  -a- ,  son  minimum  ;  a;  décroissant  toujours  de  3  à  - — J. —  ,  m  gran- 

1  4 

dit  de  4-  à-t-oC,  sa  valeur  étant  -^  pour  x=0;  dès  que  x  devient  plus 

petit  que      ~9        ,  «*  passe  encore  brusquement  de  -f-oC  à  — oC. 

3 i/9Î~ 

Enfin  x  décroissant  de  ^ à  —  oC ,  m  varie  de  —  oc  à  0. 


297.    Problème   ix.    Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la 
fraction 

x»-+-3 


Écrivons 


2x  —  x*  —  1 

X«H-3 


2x  —  x*  —  1 
ou  x*(l-r-m) —  2mx  -+-  m  -1-  3  =  0 


_        m  ±  \J —  km  —  3 
x  = ~ 

1  -+-  m 

Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  qu'on  ait  : 

—  km  —  3^:0 

q 

ou  4m-*-3£=0,    soit    m  £= -r 

3 
Ainsi  m  doit  être  plus  petit  que -r  ;  il  peut  donc  valoir  fofJ  ai» 

3 

•plus  — y- ,  et  la  fraction  proposée  a  un  maximum  et  n'a  pas  de  mi- 
nimum. 

3 
Pour  m  = r  ,    on  trouve    x  =  —  3 

4 

298.  Problème  X.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction 

xï  —  4 
"x*  — x  — 2 
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_  x'  — 4 

Posons  — « jt  =  m 

x*  —  x  —  2 

ou  x*(m —  1)  —  mx — (2m  —  4)=-0 

.,  .  _       m  ±  \/9m*  —  24m  -+- 16 

Q  OU  X  = — „  , ff-ï 

2(m  —  1) 
Pour  que  x  soit  réel ,  il  faut  qu'on  ait  : 

9mi  _  24m  -+-  16  ^  0 

4 
Ce  trinôme  a  ses  deux  racines  égales  chacune  à  y  ;  il  sera  donc 

positif  comme  son  premier  terme,  quelles  que  soient  les  valeurs  qu'on 
donne  à  m  (n°  246);  par  conséquent  la  fraction  proposée  n'a  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 

4 
Pour  la  valeur  particulière  de  m  =  -g- ,  on  trouve  ce  =  2;  portant 

cette  valeur  dans  la  fraction ,  il  vient  m  =  -«- . 

Peur  lever  l'indétermination ,  remarquons  que  le  trinôme 
x»  —  x  —  2  =  (x  —  2)(x-»-l) 
et  que  x*  —  4  peut  être  mis  sous  la  forme  (x  -*-  2)(x  —  2). 
En  supprimant  le  facteur  commun  (x  —  2)  on  trouve  : 
x  +  2        4 


1 


=  m 


Remarque.  Si  les  racines  du  trinôme  placé  sous  le  radical  avaient 
été  imaginaires,  la  fraction  n'aurait  eu,  dans  ce  cas  aussi,  ni  maxi- 
mum ni  minimum  (n8  247). 

299.  Problème  XI.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la 
fraction. 

kx  —  2x*  -t-  1 


Posons 


x*(m 


xS-r-1 

4x  —  2x2  -f- 1 

X2-r-  1 

-r-2)  — 4x  — (1 

—  m)  = 

d'où 


Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  qu'on  ait  : 

—  (m*  -+-  m  —  6)^0. 
Les  racines  du  trinôme  m* -h  m  —  6  sont  H-  2  et  —  3. 
Pour  que  l'expression  — (m*-r-m  — 6)  soit  plus  grande  que  zéro,    « 
il  faut  que  le  trinôme  m*  -+-  m  —  6  ait  un  signe  différent  de  celui  de 
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son  premier  terme,  ce  qui  aura  lieu  pour  toute  valeur  de  m  comprise 
entre  les  deux  racines  H-  2  et  —  3  (n°  247). 
On  voit  que  2  est  un  maximum  et  —  3  un  minimum. 

Pour  m  =  2,  on  trouve  x  =  -&■ ,  et  pour  m  —  —  3,  il  vient  x  =  —  2. 

300.  Règle  pratique.  On  voit,  par  les  problèmes  qui  précèdent, 
que  pour  déterminer  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  fonction 
lu  second  degré  à  une  seule  inconnue,  on  égale  cette  fonction 
à  m,  et  l'on  résout  l'équation  par  rapport  à  l'inconnue.  Il  peut 
alors  se  présenter  deux  cas  selon  que  la  quantité  qui  est  sous  le 
radical  est  du  deuxième  degré  ou  du  premier  degré  en  m. 

1°  La  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  du  deuxième  degré; 
elle  a  donc  deux  racines.  Alors  si  le  coefficient  de  m*  est  po- 
sitif, la  plus  grande  racine  est  minimum  et  la  plus  petite 
maximum.  Au  contraire,  si  le  coefficient  de  m2  est  négatif,  la 
plus  grande  racine  est  maximum  et  la  plus  petite  minimum. 
Lorsque  les  racines  sont  égales  ou  imagnaires ,  il  n'y  a  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 

2°  La  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  du  premier  degré. 
Alors  il  y  a  un  maximum  lorsque  le  coefficient  de  m  est  né- 
gatif, et  un  minimum  lorsque  ce  coefficient  est  positif. 

301 .  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  permet  de  trouver 
le  maximum  et  le  minimum  d'une  fonction  du  second  degré. 

Quand  la  fonction  est  d'un  degré  plus  élevé,  on  parvient  très 
souvent  à  en  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  en  s'ap- 
puyant  sur  quelques  principes  que  nous  allons  démontrer. 

302.  1er  Principe.  Le  produit  de  deux  facteurs  positifs  va- 
riables dont  la  somme  est  constante  est  maximum  lorsque  ces 
facteurs  sont  égaux,  s%  cela  est  possible. 

Soit  p  le  produit  de  deux  facteurs  x  et  y  dont  la  somme  s  est 
constante,  on  a  (n°  231) 

X*  —  sX+p  =  0 

ce  \_  s±sls*  —  ty 
y\~  2 

Pour  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  soient  réelles ,  il  faut  qu'on 
ait  s*  —  4p^0 

ou  p^4- 
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Le  produit  p  ne  pouvant  être  plus  grand  que  -7-- ,  -j-  est  son 
maximum  ;  pourp=  -Sr-  on  trouve  x  =  y  =  -| . 

Ainsi  le  produit  est  maximum  lorsque  les  deux  facteurs  sont 
égaux. 

303.  Ce  principe  peut  encore  se  démontrer  comme  il  suit  : 

Soient  2s  la  somme  constante  des  deux  facteurs,  et  %d  leur 
différence  ;  les  facteurs  seront  s-\-  cl  et  s  —  d,  et  leur  produit, 

s*  —  d». 

Ce  produit  est  composé  d'une  quantité  constante  s*  et  d'une 
partie  variable  cP;  il  sera  le  plus  grand  possible  lorsque  la  quan- 
tité à  retrancher  cP  sera  nulle;  mais  si  la  quantité  d  est  nulle, 
les  deux  facteurs  deviennent  l'un  et  l'autre  a;  ils  sont  donc 
égaux.  Donc... 

304.  2e  Principe.  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  positifs 
variables  dont  la  somme  est  constante  est  maximum  lorsque 
ces  facteurs  sont  égaux,  si  ceLx  est  possible. 

Soient  x,  y ,  z,  v...  des  facteurs  dont  la  somme  est  5. 
Si  ces  facteurs  ne  sont  pas  égaux,  on  peut,  sans  changer  la 
somme  constante  s,  remplacer  deux  facteurs  quelconques,  x  et  y 

par  exemple,  chacun  par  leur  demi-somme  x~t^  ,  et  le  pro- 
duit I — î-^J  I — è>)  es*  P^us  S1"311^  que  ocy  (1er  principe). 

Ainsi,  tant  que  deux  facteurs  ne  seront  pas  égaux  on  pourra, 
sans  changer  leur  somme,  les  rendre  égaux  et  augmenter  le  pro- 
duit. Donc  le  produit  sera  maximum  lorsque  les  facteurs  seront 
égaux. 

303.  3e  Principe.  Le  produit  de  deux  facteurs  positifs  va- 
riables ayant  une  somme  constante  et  affectés  chacun  d'un 
exposant  est  maximum  lorsque  ces  facteurs  sont  proportion^ 
nels  à  leur*  composants. 

Soient  xm  et  yn  deux  facteurs  dont  la  somme  x-\-y=s;  leur 
produit  peut  s'écrire 

-?—  X  -^-  x  mmxn\ 
mm         n" 
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Ce  produit  est  formé  de  deux  parties ,  l'une  fixe  mm  x  n",  et 

l'autre  variable  -^  X  -^-  ou  (  —  ]    X  (^-) 
mm        nn         \mj         \nj 

Cette  dernière  partie  se  compose  de  m  facteurs  égaux  à  —  et 

de  n  facteurs  égaux  à  —  ;  la  somme  de  ces  facteurs  est  con- 

stante  ,car  m  —  -f-n^-  =  a?4-v  =  s. 

Le  produit  sera  donc  maximum  lorsque  ces  facteurs  seront 
égaux  (2e  principe),  c'est-à-dire  lorsqu'on  aura  : 

x       y  .„  x      m    r, 

—  =  £-  ou  —  =  — .  Donc... 

m       n         y       n 

306.  Remarque.  Il  est  un  grand  nombre  de  questions  de  maxi- 
mum et  de  minimum  qu'on  pourrait  appeler  réciproques,  et 
dans  lesquelles  le  maximum  de  l'une  correspond  au  minimum 
de  l'autre,  de  telle  sorte  que  la  connaissance  du  premier  permet 
de  découvrir  facilement  le  second. 

Ainsi,  une  quantité  P  étant  donnée,  si  une  deuxième  quan- 
tité Q,  liée  à  la  première,  devient  maximum  pour  certaines  va- 
leurs de  P,  réciproquement  Q  étant  donnée,  P  deviendra  mini- 
mum dans  les  mêmes  circonstances,  si  toutefois  Le  maximum 
de  Q  diminue  en  même  temps  que  la  valeur  de  P. 

En  effet,  soit  a  la  valeur  donnée  à  P  pour  laquelle  correspond 
un  maximum  M  de  Q;  si  l'on  donne  à  P  une  valeur  a'  moindre 
que  a,  le  maximum  correspondant  de  Q  devient,  par  hypothèse, 
plus  petit  que  M;  donc,  pour  que  Q  puisse  égaler  M,  il  faut 
donner  à  P  une  valeur  au  moins  égale  à  a,  a  est  donc  un  mi- 
nimum. 

307.  Problème  i.  Partager  le  nombre  20  en  deux  parties  telles  que 
leur  produit  soit  maximum. 

Les  deux  facteurs  devant  être  égaux  pour  que  le  produit  soit  maxi- 
mum (n>-  302),  chacun  d'eux  vaudra  10. 

On  peut  s'assurer,  en  effet,  que  le  produit  de  deux  facteurs  tels 
que  9  et  11 ,  8  et  12,  7  et  13...  dont  la  somme  est  20,  est  moindre  que 
le  produit  de  10  par  10. 

308.  Problème  il.  Quel  est  le  plus  grand  rectangle  qu'on  puisse 
inscrire  dans  un  carré  donné?  (Baccalauréat.) 
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A-d  E 


Soit  ABCD  le  carré  donné.  Portons  à 
partir  des  sommets  opposés  A  et  C,  et  dans 
les  deux  sens,  une  même  longueur  arbitraire 

AE  =  AH  =  CF  =  CG 
le  quadrilatère  EFGH  est  un  rectangle. 

En  appelant  a  le  côté  du  carré  et  x  la  lon- 
gueur AE,  on  aura 

a  —  x  =  EB 

Les  triangles  AEH,  EBF  sont  rectangles 
et  isocèles,  donc 

HE  =  aV2     et    EF  =  (a  —  x)/5 

Alors  S  =  EHxEF  =  xy/2x(a  —  a>)/2~ 

ou  S  =  2(a  —  x)x 

La  surface  S  est  exprimée  par  trois  facteurs  dont  un,  le  facteur  2, 
est  fixe  et  les  deux  autres  sont  variables;  cette  surface  sera  donc 
maximum  lorsque  le  produit  des  facteurs  variables  sera  le  plus  grand 
possible. 

La  somme  de  ces  deux  facteurs  variables  est  a  —  x-hx  ou  a, 
quantité  constante.  Ainsi  le  produit  (a  —  x)x  sera  maximum  quand 
les  deux  facteurs  seront  égaux;  écrivons  donc: 


d'où 


*  =  £    et    S< 


^1 
2 


On  voit  que  le  rectangle  maximum  est  le  carré  qui  a  pour  sommets 
les  milieux  des  4  côtés  du  carré  donné. 


309.  Problème  m.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  périmètre, 
quel  est  celui  dont  la  surface  est  maximumf 

Appelons  2p  le  périmètre  et  S  la  surface;  on  a  d'après  une  for- 
mule connue  (voir  Géométrie,  4«  édition,  n°  352)  : 

S  =  Vp{p  —  a){P  —  b){p-c) 

La  surface  sera  maximum  lorsque  le  produit  des  trois  facteurs  va- 
riables (p  —  a)(p  —  6)(p  —  c)  sera  le  plus  grand  possible;  or  ia 
somme  de  ces  facteurs  est  constante,  car  elle  est  égale  à 

p —  a  -+-p —  b  -)-p  —  c,  ou  3p  —  (a-r-b-hc) ,  ou  3p —  2p,  ou  p 

Donc  le  produit  sera  maximum  quand  les  3  facteurs  seront  égaux 
c'est-à-dire  lorsqu'on  aura    a<=b  =  c. 
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14? 


Ainsi,  de  tous  les  triangles  qui  ont  le  même  périmètre,  le  plus 
grand  est  le  triangle  équilatéral. 

310.  Problème  IV.  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  donné  R  le 
parallélépipède  rectangle  maximum. 

En  appelant  x,  y,  s  les  trois  dimensions  du  parallélépipède  et  V 
son  volume,  on  a  {Géométrie ,  4«  édition,  n»  445)  : 

V  =  xyz 
ou  V*  =  x2y2î* 

On  a  aussi,  en  appelant  t>  la  diagonale  de 
la  base, 


X*-r-1/*  =  t>* 

et 

B»  -+-  *s  =  4R* 

d'où 

x*  -+-  y*  -+-  z2  =  4R» 

V  est  le  produit  des  3  facteurs  x1,  y2,  z2  dont  la  somme  4R2  est 
constante;  ce  produit  sera  maximum  lorsque  les  3  facteurs  seront 
égaux  (n°  304).  On  aura  donc 

x*  =  y*  =  s%,    ou    x  =  y  =  % 

Ainsi  le  parallélépipède  rectangle  maximum  inscrit  dans  une  sphère 
est  le  cube. 


311.  Problème  V.  De  tous  les  cylindres  de  même  surface  totale  2na*, 
quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum? 

Soient  x  le  rayon  de  la  base  et  y  la  hau- 
teur du  cylindre,  on  a  (Géom.,  4e  édit.,  n« 512)  : 
«.  2rcx  (x  -+-  y  )  =  2izai, 


7\ 


T 


a1  —  x1 


x 


d'où  y  =  — 

On  a  encore 

\t          »         rcx2(a2 —  x2)  ,   ,        ,. 

V  =  ?;x2y  = s '-  =  «x  (  a2  —  x2) 


ou 


^  =  (x2)(a2-x2)' 


Les  facteurs  x2  et  a2  —  x2  ayant  une 
somme  constante  a2,  leur  produit  sera 
maximum  lorsque  ces  facteurs  seront  entre 


eux  comme  leurs  exposants  (n°  305);  on  aura  donc 

x2 
a»  —  x2" 
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d'où 

et  par  suite 
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= —  =4£-  y/3 

#/3  3 


Ainsi  la  hauteur  y  égale  le  diamètre  2x. 

312.  Problème  VI.  Avec  un  carré  de  cirton  dont  le  côté  est  a,  con- 
ttw.ire  le  parallélépipède  rectangle  de  vUume  maximum. 

En  appelant  x,  y,  s,  les  trois  di- 
mensions, on  a  : 

_  a  —  2x 
V  g 

t  =  a  —  2x 

et    v^r-  x(a-2x)(a-2x)     I 

2 

v  =  f  (o-2x)î  =  ix2x(a-2aî)« 

Les  facteurs  variables 2xet(a— 2x) 
ayant  une  somme  constante  a,  leur 
produit  sera  maximum  lorsqu'ils  se- 
ront proportionnels  à  leurs  exposants 

Donc  a  — tu 

d'où 

et  par  suite 


2x 

a 

x==  — 

o 

4a 
6 


2 

T 


*  = 


d'où 


V=a;y,=-2T 


DiscugBion.  La  formule  V  =  -^-(a  —  2a;)*  montre  que  x  peut  varier 
deO  à  |-. 

Pour  x  =  0,  le  facteur  -î  est  nul  ainsi  que  le  volume  -s-  (  a  —  203)*  ; 
x  croissant  de  0  à  £,  le  volume  grandit  de  0  à  --=-,  son  maximum; 
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x  croissant  de  ^  à  ^-,  le  facteur  a  — 2x  devient  nul,  et  le  volume 
diminue  de  -^j-  à  0. 

313.  Problème  vu.  Inscrire  dans  un  demi-cercle  un  trapèze  dont 
la  surface  S  soit  maximum. 

Appelons   2x  la  longueur  de  la  base 
supérieure  du  trapèze;  on  aura  : 
S  =  rR-+-as)R 


ou  S=  (Rh-sc)v/R2  —  33* 

Faisons  passer  sous  le  radical  le  fac- 
teur (R-f-sc). 


x)>(R-t-x)(R  —  x) 


x)3(R  —  x) 


La  valeur  S  sera  maximum,  lorsque  le  produit  des  facteurs  R  -f  x 
ît  R  —  x  sera  le  plus  grand  possible;  or  la  somme  de  ces  deux  fac- 
teurs est  2R,  quantité  constante;  donc  ils  doivent  être  proportionnels 
i  leurs  exposants ,  et  l'on  a  : 


R  +  a 

3 

R  —  x 

1 

X=s 

R 

2 

l'où 

La  base  supérieure  est  donc  R,  et  par  suite  le  trapèze  maximum 
st  le  demi -hexagone  régulier. 


Discussion.  La  formule  S  =  /(R  -h  x)3(R  —  x)  montre  que  x  peut 
arier  de  0  à  R. 

Pour  x  =  0,  la  base  supérieure  est  nulle;  le  trapèze  devient  un 
•iangle  rectangle  isocèle  dont  la  surface  est  R*. 

x  grandissant  de  0  à  -g-,  la  surface  croît  de  R*  à  —r-fô  ,  son 

aximum. 

x  grandissant  encore  de  ^-  à  R,  la  surface  diminue  de  -¥-</$  à  0; 

ir  pour  x  =  R,  le  facteur  R  — x  devient  nul,  ainsi  que  le  produit 
*-+-x)3(R  —  x). 

1314.  Problème  vin.  Sur  chacun  des  côtés  d'un  rectangle  de  péri- 
Ure  constant  2p  on  construit  un  carré  :  quel  est  le  minimum  de  la 
rface  ainsi  obtenue  $ 
EL.  6 
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On  a  i+  y  *=  p 

xy  -+-  2x*  -+-  2y2  =  S 
2  (  œ*  +  y*  -+-  2xy  )  =  S  -+-  3xy 
2{x-hy)*  =  S-+-Zxy 
remplaçons  x  •+■  y  par  p  : 
2p*  =  S  H-  3a;y 
S  =  2p*  —  Zxy 

Sous  cette  forme  nous  voyons 
que  le  minimum  de  la  surface  S 
aura  lieu  lorsque  la  quantité  à 
retrancher  3xy  sera  maximum, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  aura  x  =  y 
(n°  302). 

Ainsi  la  surface  minimum  sera 
formée  par  cinq  carrés  égaux. 


315.  Problème  ix.  Circonscrire  à  un  cercle  un  triangle  isocèle  de 
turface  minimum. 

Appelons  2x  la  base  AB  et  y  la  hauteur  CH,  on  aura  : 

S  =  xy  (1) 

Les  triangles  rectangles  semblables  CAH,  COD  donnent  : 

ÂH2  _  PÔ2  g»  _     R» 

cïT 2      cd2    ou    y*  ~  CD* 

or  la  tangente  CD2  ==  y  (y  —  2R) 

a  ^  Rî  ,_. 

donc  — =-=  t ivRT-  (2) 

y*       y(y  — 2R)  l  ' 

Multiplions  les  deux  membres  par  y* 

**!/*  =  y^R 

x*y*  est  le  carré  de  la  surface;  or  le  mi- 
nimum de  la  surface  a  lieu  en  même  temps 
que  le  minimum  du  carré;   il  s'agit  donc 

d'étudier  l'expression  _2r  •  Transfor- 
mons-la; après  avoir  divisé  le  numérateur 
et  le  dénominateur  par  y3,  on  trouve  successivement  : 

Rî  R»  R» 


S»=- 


JL 


2R 


L  _  2R_  ~~  OR  (    1  -L\ 

p         y»  \2Ryî        y'/ 
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S*=- 


B.  R_ 

2  2 


y*  KM       y)        V  y  /  V  2R        y  / 
Le  minimum  de  la  surface  aura  lieu  lorsque  le  dénominateur 

(y)  V2R-y) 

sera  maximum ,  c'est-à-dire  lorsque  les  facteurs  (  — )  et  ( -ôd- ) 

dont  la  somme  est  constante,  seront  entre  eux  comme  leurs  expo* 
sants;  écrivons  donc: 

1 
!   V    !    =f,    d'où    y  =  3R 
~2R~~~  Y 
Cette  valeur  de  y  mise  dans  l'équation  (2)  donne 

2x  =  2R/3 

la  surface  xy  du  triangle  est  3R  X  Ry^  ou  3R*^3-  C'est  celle  du 
triangle  équilatéral  circonscrit. 


QUATRIÈME   PARTIE 

PROGRESSIONS,  LOGARITHMES,  INTÉRÊTS  COMPOSÉS 
ET  ANNUITÉS 


§  I.  —  Des  progressions. 

316.  On  appelle  progression  une  suite  de  termes  tels  que  le 
rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  constant. 

Il  y  a  deux  espèces  de  progressions  :  les  progressions  arithmé- 
tiques ou  par  différence,  et  les  progressions  géométriques  ou 
par  quotient. 

Progressions  arithmétiques. 

317.  Définition.  Une  progression  arithmétique  est  une  suite  de 
termes  tels  que  chacun  d'eux  égale  le  précédent  augmenté  d'une 
quantité  constante  appelée  raison  de  la  progression. 

Une  progression  arithmétique  est  croissante  lorsque  la  raison 
est  positive  ;  elle  est  décroissante  lorsque  la  raison  est  négative  : 

Exemples  : 

*2. 4. 6. 8. 10. 12. 14. 16. 18... 

-r  96. 92. 88. 84. 80. 76. 72.68.. . 

La  première  progression  est  croissante;  sa  raison  est-f-2. 
La  seconde  est  décroissante;  sa  raison  est  —  4. 

318.  Théorème.  Dans  une  progression  arithmétique,  un 
terme  de  rang  quelconque  égale  le  premier,  plus  autant  de 
fois  la  raison  qu'il  y  a  de  termes  avant  lui. 

Soit  la  progression 

■i-a.b  .c.d.e.f.g.h I. 

Par  définition,  le  second  terme  6  égale  le  premier,  plus  la 
raison  que  nous  désignerons  par  r,  soit  : 
b  =  a-{-r. 
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Par  définition  aussi,  le  troisième  terme  c  égale  le  second  61 
plus  la  raison  ;  mais  b  égale  a  -f-  r,  donc 

c=a  +  2r 

De  même  le  quatrième  terme  d  égale  le  troisième  c,  plus  la 
raison;  mais  c  égale  a-\-tr,  donc 

d  =  a  +  3r 
et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  le  second  terme  égale  le  premier  plus  la  raison; 
le  troisième  égale  le  premier  plus  deux  fois  la  raison  ;  le  qua- 
trième égale  le  premier  plus  trois  fois  la  raison,  etc. 

En  général,  si  l'on  désigne  par  l  un  terme  de  rang  quelconque 
n,  et  par  a  le  premier  terme  de  la  progression,  on  a  : 

l  =  a+(n  —  \)r  (1) 

De  cette  propriété  il  résulte  qu'une  progression  arithmétique 

■ïa.b.c.d.e.f I 

peut  s'écrire  : 

-ra.o-f-**.o  +  2r  .a-\-Zr a-\-[n — l)r. 

De  la  formule  l  =  a-{-[n — {)r 

on  tire 

a  =  l — [n —  l)r 


! 

r       ' 

l  —  a 

n  —  1 

319.  Théorème.  Dans  une  progression  arithmétique,  la 
somme  de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est 
constante  et  égale  à  la  somme  des  extrêmes. 

Soit  la  progression 

•f  a.b.c.d h.i.k.l. 

Considérons  les  termes  c  et  i,  qui  sont  à  égale  distance  des 
extrêmes. 
On  a  (n°  318)  : 

c  =  a  +  2r  (1) 

On  a  aussi  : 

/  =  r-L-2r,  d'où  i=l  —  2r  (2) 

Ajoutons  membre  à  membre  let  égalités  (1)  et  (2)   i  vient  : 
c-\-i=a-\-l 
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En  général ,  soient  d  et  h  deux  termes  de  rangs  tels ,  qu'il  y 
ait  m  termes  ayant  d  et  m  termes  après  h,  a  et  l  étant  les  ex- 
trêmes, on  aura  : 

dr=a-\-mr  (1) 

et     l=zh-\-mr;     d'où     h  =  l — mr.  (2) 

Ajoutons  les  égalités  (1)  et  (2) ,  on  trouve,  après  réduction  : 

d  +  h  =  a  +  l 

Remarque.  Lorsque  le  nombre  des  termes  de  la  progression 
est  impair,  le  terme  du  milieu  égale  la  demi-somme  des  termes 
extrêmes. 

320.  Problème.  Trouver  la  somme  des  termes  d'une  progres- 
sion arithmétique. 

Soit  une  progression  de  n  termes , 

+a.b.c h.k.l 

on  aura  pour  expression  de  la  somme 

S  =  o+6  +  c +  /i  +  /c  +  J 

on  S  =  l-\-k  +  h -fc  +  6-fo 

Ajoutons  membre  à  membre  : 

JS=(a+/)+(6+*)  +  (c+A) +  (H-c)  +  (A+6)+(J+o) 

Chaque  parenthèse  renferme  soit  la  somme  des  deux  extrêmes, 
soit  celle  de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  ;  les 
valeurs  de  ces  parenthèses  sont  donc  égales.  Et  comme  il  y  en  a 
autant  que  la  progression  compte  de  termes ,  on  peut  écrire  : 
2S  =  (a+*)n 

j.  -  o        [a-\-l)n  ... 

dou  S  =  -i — ^ —  (1] 

Ainsi  la  somme  des  termes  d'une  progression  arithmétique 
s'obtient  en  multipliant  la  demi- somme  des  extrêmes  par  U 
nombre  des  termes. 

321.  Remarque.  Si  dans  cette  formule  on  remplace  le  n1*"" 
terme  l  par  sa  valeur  a-f-  (n  —  1)  r,  on  trouve  : 

S=tdli±^Zlll^L  ou  J[2a  +  (n_1]r]       (2) 

Cette  seconde  formule  permet  de  calculer  la  somme  des  termes 
d'une  progression  en  fonction  de  a,  n  et  r. 
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322.  Définition.  On  appelle  moyens  arithmétiques,  ou  différen- 
tiels, des  nombres  qui  forment  avec  deuxnombres  donnés  une  pro- 
gression arithmétique  dont  les  nombres  donnés  sont  les  extrêmes. 

Ainsi  les  nombres  5,7,  9,  qui  forment  avec  3  et  11  une  pro- 
gression arithmétique  ayant  3  et  11  pour  extrêmes,  sont  des 
moyens  arithmétiques. 

323.  Problème.  Insérer  entre  a  et  b ,  m  moyens  arithmétiques. 

Cherchons  la  raison  de  la  progression. 

Cette  progression  aura  m -4-2  termes,  savoir  les  m  moyens, 
plus  les  deux  termes  donnés. 

Donc  (n°  318)  b  =  a-\-[m-\-\)r 

.,  .                                              b —  a  ,0, 

dou  r= j— ,-  3 

Ainsi  la  raison  de  la  progression  s'obtient  en  divisant  le  der- 
nier term,e  diminué  du  premier,  par  le  nombre  des  moyens 
à  insérer  plus  un. 

Dès  qu'on  a  la  raison,  on  l'ajoute  au  premier  terme,  et  Ton 
obtient  le  premier  moyen  ;  on  l'ajoute  ensuite  au  premier  moyen, 
et  l'on  obtient  le  second ,  etc. 

324.  Remarque.  Si  entre  les  termes  consécutifs  d'une  progres- 
sion arithmétique  on  insère  un  même  nombre  de  moyens,  les 
progressions  partielles  ainsi  obtenues  forment  une  seule  et 
même  progression. 

En  effet ,  la  raison  de  ces  progressions  est  la  même ,  puisque , 
pour  chacune  d'elles ,  on  l'obtient  en  divisant  la  différence  con- 
stante de  deux  termes  consécutifs  par  le  nombre  de  moyens 
à  insérer  plus  un.  De  plus,  le  dernier  terme  de  la  première 
progression  est  le  premier  de  la  seconde,  le  dernier  de  la  seconde 
est  le  premier  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Donc  toutes  ces 
progressions  partielles  forment  une  seule  et  même  progression 

325.  Applications.  1*  Trouver  le  30e  nombre  impair. 

Les  nombres  impairs  forment  une  progression  -ï-1.3.5.7.9..,.. 
dont  la  raison  est  2. 
On  aura  (n«  318) 

Le  30»  terme  =  1  +  29  x  2    ou    59. 

2»  Trouver  le  21*  terme  de  la  progression 

* 80. 75. 70. 65. 60 

Le  21»  terme  =  80  -+-  20  x  (—  5)    ou    —  20 
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3°  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  progression  -i-3.8.13.18 

composée  de  41  termes. 

Le  41*  terme  =  3 -h  5  x  40    ou    203 
S=    (3  +  203)41      ou    4223 

La  formule  (2)  donne  immédiatement  : 

S  = -y- (6 -MO  x  5)    ou    4223 

4"  Trouver  la  somme  des  a  premiers  nombres  impairs 

1.3.5.7.9.11.13 

La  formule  (2)  donne  immédiatement  : 

S  =  -J[2H-(n  — 1)2]    ou    n* 

Ainsi  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs  est  égale  au  carré 
de  n. 
D'après  cela ,  les  20  premiers  nombres  impairs  ont  pour  somme  400. 

5°  Insérer,  entre  2  et  24,  10  moyens  arithmétiques. 

On  a ,  d'après  la  formule  (3) , 

24-2   _n 
r-—Jl 2 

La  progression  sera 

+2.4.6.8.10.12.14.16.18.20.22.24 

6*  Insérer  entre  80  et  50,  5  moyens  arithmétiques. 

n„a.                           ..50  —  80  „ 

On  a  :  r  =  ^ =  —  5 

La  progression  sera  : 

■S- 80. 75. 70. 65. 60. 55. 50 

7°  Insérer  3  moyens  arithmétiques  entre  les  termes  consécutifs  de  la 
progression  -r 5 .  13 .  21 .  29 .  37. 
La  raison  des  progressions  partielles  sera  : 

13  —  5         21  —  13         29  —  21         37  —  29 

4       »  4  4        '  4 

g 
c'est-à-dire  -r  ou  2. 
4 

On  aura  successivement  : 

+  5.7.9.11.13 
H3.lo.17.19.21 
121.23.25.27.29 
129.31.33. 35. 37 
que  Ton  peut  écrire  : 

•H-5. 7. 9. 11. 13. 15. 17. 19. 21. 23. 25 

et  Ton  n'a  qu'une  seule  et  même  progression. 


I 
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Progressions   géométriques. 

326.  Définition.  Une  progression  géométrique  est  une  suite  de 
termes  tels  que  chacun  d'eux  est  égal  à  celui  qui  le  précède  mul  j 
tiplié  par  un  nombre  constant  appelé  raison  de  la  progression! ,  J 

Une  progression  géométrique  est  croissante  lorsque  la  raison  es  ; 
plus  grande  que  1  ;  elle  est  décroissante  lorsque  la  raison  est  une 
fraction. 

Exemples  : 

^-1:2:4:8:16:32:64 

■H-81:27:9:3:l:|:i 

La  première  progression  est  croissante  ;  sa  raison  est  2. 
La  seconde  est  décroissante;  sa  raison  est  -y. 

327.  Théorème.  Dans  une  progression  géométrique,  un 
terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier  multiplié  par 
la  raison  élevée  à  une  puissance  indiquée  par  le  nombre  des 
termes  qui  précèdent. 

Soit  la  progression 

•îs-  a  :  b  :  c  :  d  :  e  :  f:  g ... 

Par  définition,  le  second  terme  6  égale  le  premier  a,  multi- 
plié par  la  raison,  que  nous  désignerons  par  q;  soit 

b  =  aq 
Par  définition  aussi  c  =  bq 
d'où  c  =  og* 

De  même,  d^aq3 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  le  deuxième  terme  égale  le  premier  multiplié  par 
la  raison;  que  le  troisième  égale  le  premier  multiplié  par  la  se- 
conde puissance  de  la  raison,  etc. 

En  général,  si  l'on  désigne  par  /  un  terme  de  rang  quelconque 
n  et  par  a  le  premier  terme  de  la  progression,  on  a  : 

l  =  aq»-*  (1) 

De  cette  propriété  il  résulte  que  la  progression 

■ira:b  ;c\d:  e I 

peut  s'écrire 

&a:aq:  aqi:aq3 aqn~l 
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De  la  formule  l  =  aq"  -',  on  tire 


q 


i 


71* 


328.  Remarque.  Dans  une  progression  géométrique  croissante, 
les  termes  augmentent  constamment  et  finissent  par  dépasser 
toute  quantité  donnée,  et  dans  une  progression  décroissante  les 
termes  diminuent  sans  cesse  et  deviennent  plus  petits  que  toute 
quantité  donnée. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  il  faut  établir  le  théorème 
suivant  : 

329.  Théorème.  Les  puissances  successives  d'un  nombre  plus 
grand  que  1  croissent  en  même  temps  que  leurs  exposants. 

Soit  q,  une  quantité  plus  grande  que  1. 

On  a  :  q  >  1 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ç""1, 

Ainsi,  une  puissance  quelconque  est  plus  grande  que  la  puis- 
sance immédiatement  inférieure. 

En  appelant  a  l'excès  de  q  sur  1 ,  a  étant  une  quantité  très 
petite ,  on  a  : 

q  —  l=a 

Maintenant,  si  l'on  multiplie  le  premier  membre  successive- 
ment par  q,  q*,  q3...,  sans  toucher  au  second,  on  aura  une  suite 
d'inégalités  : 

q —  1  =  <x 

Ç5  —  9>* 

93  — ?'>* 

q*  — qn~i'^>x 

Ajoutons  membre  à  membre  la  première  égalité  et  les  inéga- 
lités qui  suivent,  les  termes  intermédiaires  se  détruisent,  et  il 
vient  : 

q*  —  1  >■  n<x 


•  On  donnera  plus  loin  (n°  186)  le  moyen  d'isoler  il 
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et  par  suite  g"  >  n<x  -f- 1 

Or,  pour  que  q*  soit  plus  grand  qu'une  quantité  donnée  A, 
il  suffit  que  l'on  ait 

na  +  l>A 

A 1 

d'où  n>^ — L 

oc 

Ainsi,  dès  que  l'exposant  n  de  la  puissance  est  plus  grand  que 

a 4 

,  on  est  certain  que  q"  est  lui-même  plus  grand  que  A. 

330.  1°  Considérons  maintenant  une  progression  géométrique 
croissante: 

■irai  aq  :  aqi  :  aq3  :  aq1 aqn 

Dans  le  terme  aqn,  le  facteur  qn  peut  devenir  plus  grand 
que  toute  quantité  donnée;  donc  il  en  sera  de  même  du  pro- 
duit aq*.  Donc  (n°  328)... 

2°  Soit  la  progression  décroissante 

■H-  a:  aq'  :  aq'*  :  aq'* aq'n 

La  raison  q'  étant  plus  petite  que  1 ,  est  une  fraction  que  nous 
pouvons  représenter  par  —,  et  la  progression  deviendra 

a     a     a         a 

■K-a  :  —  :  — ?  :— ? -=■ 

q     q      qà        qn 

Or,  d'après  le  numéro  précédent,  le  dénominateur  qn,  du 
terme  -^,  peut  devenir  plus  grand  que  toute  quantité  donnée, 

et  le  numérateur  reste  fixe  ;  donc  la  fraction  —  décroît  de  plus 

qn  r 

en  plus.  Donc  (n°  328)... 

331.  Théorème.  Dans  une  progression  géométrique,  le  pro- 
duit de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est 
constant  et  égal  au  produit  des  extrêmes. 

Soit  la  progression 

-K-a:o:c:d :h:i:k:l 

Considérons  les  termes  c  et  i,  qui  sont  à  égale  distance  des 
extrêmes. 
On  a  (n°  327):  c  —  aq*  (1) 

On  a  aussi  f  =  iç2>  d'où   t  =  -j  (2) 


160  ÉLÉMENTS   D'ALGÈBRE 

Multiplions  membre  à  membre  les  égalités  [1]  et  (2),  il  vient  : 
ci  =  -^a—  ou  al.  Donc... 

En  général ,  soient  d  et  h  deux  termes  de  rangs  tels  qu'il  y 
ait  m  termes  avant  d  et  m  termes  après  h,  a  et  l  étant  les  deux 
extrêmes ,  on  aura  : 

d  =  aqm  (1) 

et    l  =  hq~,    d'où  h  =  -L  (2) 

Multiplions  l'une  par  l'autre  les  égalités  (1)  et  (2), 

dh=^q2-  ou  al 
qm 

332.  Remarque.  Lorsque  le  nombre  des  termes  de  la  progres- 
sion est  impair,  le  terme  du  milieu  égale  la  racine  cannée  du 
produit  des  extrêmes. 

333.  Théorème.  Le  produit  des  termes  d'une  progression 
géométrique  est  égal  à  la  racine  carrée  du  produit  des  ex- 
trêmes élevé  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des 
termes. 

Soit  la  progression 

-H-a:6:c '.h'.k'.l 

En  appelant  P  le  produit  et  n  le  nombre  des  termes  ,  on  a  : 

V  =  abc hkl 

ou  ?  =  lkh cba 

Multiplions  membre  à  membre  ces  égalités,  il  vient  : 

V*=:alxbkxch hcxkbxla 

Or  n°  331,  al=bk=ch ,  et  il  y  a,  dans  le  second  membre,    j 

n  produits  tels  que  al,  bk,  ch...;  on  a  donc  : 

d'où  P  =  y/^nF" 

334.  Remarque.  En  remplaçant  l  par  sa  valeur  oç"-1,  cette  for- 
mule devient  : 

P=v/ananç"t"-1>  =  v/a,nx</',("-1) 

Or,  que  n  soit  pair  ou  impair,  le  produit  n  (n — 1)  de  deux 


IVe   PARTIE.  —   PROGRESSIONS,  LOGARITHMES,   ETC.  161 

nombres  entiers  consécutifs  est  toujours  divisible  par  2 ,  et  l'ei- 
tractioc  de  la  racine  est  possible;  donc  (n°  182). 

P„  n  (n-l) 

=  a*Xq — 2 

333.  Problème.  Trouver  la  somme  des  termes  d'une  progres- 
sion géométrique. 

Soit  une  progression  de  n  termes 

■ira:  b  :c h:k:l 

On  a  S=a+ô+c +h+k+l  (1) 

Multiplions  par  q  les  deux  membres  de  cette  égalité 

Sq=aq-{-bq-\-cq +  hq-{-kq-\-lq  (2) 

Retranchons  membre  à  membre  la  première  égalité  de  la  se- 
conde, en  remarquant  que  aq=b,  bq=c hq=k,  kq  =  l. 

Sq—S=b+c+ ,+k+l+lq— a— 6— c ,—k—l 

S[q  —  i)  =  lq  —  a 

Ainsi  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique 
égale  le  dernier  multiplié  par  la  raison,  moins  le  premier,  le 
tout  divisé  par  la  raison  diminuée  de  1. 

Si  Ton  remplace  l  par  sa  valeur  agn_1,  la  formule  (3)  devient  : 

s_  aqn  —  a_a{qH  —  i)  /4 

q  —  1  q  —  1 

336.  Lorsqu'on  veut  calculer  la  somme  des  termes  d'une  pro- 
gression géométrique  décroissante,  on  peut  changer  les  signes 
des  formules  (3)  et  (4)  afin  de  rendre  les  termes  positifs  ;  on  a 
alors 

s==aIzaq_         s=a(l-9»)  „ 

1  —  q  1  — q  K 

337.  Remarque.  On  arrive  plus  facilement  à  la  formule  (4)  en 
procédant  comme  il  suit  : 

La  progression  géométrique 

■iraibicid n 

peut  s'écrire  (n°327) 

ira:aq:aq*iaq3 aqu~i 

6* 


162  Mlêments  d'algèbre 

et  l'on  a  : 

S=a-{-aq-\-aqi-{-aq3 -\-aqm~l 

S=a[i+q+qi+q3 +(?-1) 

Or  la  parenthèse  est  le  quotient  de  g*  —  1  par  q  —  1  (n«  57); 

-       a{q*  —  1) 
donc  S  =  — * — j— '- 

7  —  1 

338.  Disousiion.  1°  La  somme  S  sera  toujours  de  même  signe 
que  a,  car  si  l'on  a  ç  >  1 ,  qn  —  1  et  q  —  1  sont  l'un  et  l'autre 
positifs  ;  si  l'on  a.  q<l,  q*  —  letç  —  1  sont  négatifs ,  et  le 

quotient   "  .    reste  positif. 

2°  Lorsque  q  =  1 ,  la  formule  devient  S  =-g- .  Pour  lever  l'in- 
détermination ,  il  suffit  de  remarquer  que  q*  —  1  est  divisible 
par  q  —  1  (n°  57).  La  division  effectuée,  on  trouve  : 

S=a(9-4  +  g-»+ q*+q+i) 

Si  l'on  fait  maintenant  q  =  1 ,  chacun  des  termes  de  la  paren- 
thèse devient  égal  à  1  ;  et  comme  il  y  a  n  termes ,  on  a 

S  =  an 

résultat  facile  à  prévoir,  car  lorsque  la  raison  est  1,  tous  les 
termes  de  la  progression  sont  égaux. 

339.  Cherchons  la  limite,  c  est-à-dire  la  grandeur  fixe  vers  la- 
quelle tend  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique 
décroissante. 

On  a  (5)  : 

„ q  —  ggn  a  aqm 

1  —  q    —  1—  q       1  —  q 
Sous  cette*  forme  on  voit  que  la  somme  S  se  compose  d'une 

partie  fixe  -7-^- —  et  d'une  partie  variable .  j_     ,  laquelle 

tend  vers  zéro,  lorsque  n  croît  indéfiniment  ;  car  la  raison  q  est 
une  fraction,  et  le  facteur  q*  est  d'autant  plus  petit  que  n  est 
plus  grand  (n°  330,2°). 

Donc  la  somme  des  termes  tend  vers  -t ,  et  Ton  a  : 

l  —  q 

limite  S  =  —. 

\—q 

Ainsi  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  progression 

géométrique  décroissante  égale  le  premier  terme  divisé  par 

1  moins  la  raison. 
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340.  On  appelle  moyens  géométriques  ou  proportionnels 
des  nombres  qui  forment  avec  deux  nombres  donnés  une  pro- 
gression géométrique  dont  les  nombres  donnés  sont  les  extrêmes. 

341 .  Problème.  Insérer  entre  d.etb,  m  moyens  géométriques. 
Cherchons  la  raison  de  la  progression. 

Cette  progression  aura  m-j-2  termes,  savoir  les  m  moyens 
et  les  deux  termes  donnés. 
D'après  cela ,  b  =  aqm + ,  (  n°  327  ) 

Ainsi,  on  obtient  la  raison  en  extrayant  du  quotient  du 
dernier  terme  par  le  premier  une  racine  [marquée  par  le 
nombre  des  moyens  à  insérer  plus  un. 

La  raison  étant  trouvée ,  on  multiplie  le  premier  terme  par  la 
raison,  et  l'on  obtient  le  premier  moyen;  on  multiplie  ce  pre- 
mier moyen  par  la  raison,  et  l'on  obtient  le  second,  etc. 

342.  Remarque.  Si  entre  les  termes  consécutifs  d'une  progres- 
sion géométrique  on  insère  un  même  nombre  de  moyens,  les 
progressions  partielles  ainsi  obtenues  forment  une  seule  et  même 
progression. 

En  effet,  la  raison  de  ces  progressions  est  la  même,  puisque, 
pour  chacune  d'elles,  on  l'obtient  en  extrayant  du  quotient 
constant  de  deux  termes  consécutifs  une  racine  marquée  par 
le  nombre  de  moyens  à  insérer  plus  un.  De  plus  le  dernier 
terme  de  la  première  progression  est  le  premier  de  la  seconde, 
le  dernier  de  la  seconde  est  le  premier  de  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite.  Donc  toutes  ces  progressions  partielles  formeront  une 
seule  et  même  progression. 

343.  Applications.  1°  Trouver  le  H*  terme  de  la  progression 

-h-i:2:4:8 

Le  11»  terme  ==  1  x  2™,    ou    1 024 

2»  Trouver  le  9*  terme  de  la  progression     -H- 9 : 3 : 1  :  -^ 

(1  \  8  \ 

-g-)  ,     ou     ^2Q- 

3°  Trouver  la  gomme  des  dix  premiers  termes  de  la  progression 

-H-2:4:8;i6 

La  formuls  (4)  du  n°  335  donne 

3=    »^7f)  ,    o„    2046 
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4°  Trouver  la  tomme  des  huit  premiers  termes  de  la  progression 

-^27:9:3 

La  formule      a\      ^    '  ■     donne 
l  —  q 

27  L1-!?)    J    __27  (, 1      \_  27x6560x3  _  3280 

~~  ,        1  */s'         6561  /  2x6561        ~     81 

1_  3" 

5°  Trouver  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  progression 
1.1.1.    1 
"H"2"  4*  8  •  16  

1 

On  a  (n«  339):  limite  = — 3-     ou    1 

1_2 
6°  Trouver  ia  iimt'<e  de  la  fraction  périodique  simple  0,54  54  54 54. M 
Cette  fraction  peut  se  mettre  sous  la  forme 

54   ^      54        ,        54        .        54 


100        (100/         (100;»         (100)*  

C'est  une   progression   géométrique   décroissante   dont   la    raisos 


est  -ra?- .  On  aura  donc  : 

ÎUO 


5; 


ItaB^-Wr.    ou     « 

1         100 
7»  Insérer  entre  2  ef  162  Jrots  moyen*  géométriques. 
On  a  (n«  341)       g  =  \/A|±  =  y'8T     ou    3 
La  progression  est    -h-  2 : 6 :  18  :  54  :  162. 
8e  Insérer  entre  1024  et  16  deua;  moyens  géométriques. 

°na        ?=v/îw=v/S  ou  * 

La  progression  est  -H-  1024  :  256  :  64  ;  16. 

9°  Insérer  trois  moyens  géométriques  entre  les  termes  consécutifs 
de  la  progression    -H- 2 :  32  :  512  : 8 192  :  131 072. 
La  rais  n  des  progressions  partielles  s^ra  (n°  341  )  : 

*/32  .4/ST2  */8Ï92"  Vieil  072 

VI'        V  32  '        V   512   *        V    8192 

4 

c'est-à-dire  /Î6  ou  2. 
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On  aura  successivement  : 

•k-2:4:8:16:32 

■K-32: 64 1128:256:512 

■K- 512  : 1 024  :  2048  :  4096  : 8 192 

■H-8192: 16384 

qu  on  peut  écrire  : 

2 : 4 : 8 :  16  :  32  :  64  :  128  :  256  :  512  : 1 024  :  2048 

et  l'on  n'a  qu'une  seule  et  même  progression. 

Exercices  sur  les  progressions. 

344-  Problème  I.  Trouver  la  somme  des  n  premiers  nombres  entiers. 
En  représentant  par  SB  cette  somme,  on  a  : 

S,  =  1-1-2  + 3 -H  4 +  n 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  une  progression  arithmétique 
ayant  n  termes;  donc 

a  (l-hn)n  _  n*        n 

&„  =  ->       2~*  2        "2" 

345.  Remarque  I.  Si  l'on  divise  par  rv»  la  formule  précédente, 
on  trouve  : 

S»  _  1         1 

n»  —  2        2n 

Si  n  croît  indéfiniment  de  manière  à  dépasser  toute  grandeur  don- 
1 
2» 


A 

née ,  le  terme  -0—  tend  vers  zéro  et  l'expression 


1  -r-2-r-  3  H-  4 +  n 

n* 

S  1 

ou  encore  — ^-  a  pour  limite  -s-* 

346.  Remarque  II.  La  fraction    *  •*" 2  •*" 3  "^ (n  ~  * }  ,  dont  le 

numérateur  est  la  somme  des  (n  —  1  )  premiers  nombres,  peut  s'écrire  : 

(l-t-n-l)(n-l)  J!l__t_     ou     !__!_ 

J 2^>  0U      2»*        2n*      0U      2        2n 

elle  a  aussi  pour  limite  -^   lorsque  n  croît  indéfiniment. 

347.  Problème  II.  Combien  faut -il  prendre  de  termes  d'une  pro- 

1  1 

gression  arithmétique  dont  le  premier  terme  est  -^  et  la  raison  -g-, 

pour  que  la  somme  des  termes  soit  48?  (Baccalauréat.) 
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En  appliquant  la  formule     S  =  -^-  [2a-n(n  —  l)r] ,    on  trouve: 

48-£[l-Mn-l)-!] 

ou  n*  -h  2n  —  288  =  0 

d'où  n  =  16,  la  racine  négative  n'étant  pas  admissible. 

348.  Problème  III.  Trouver  cinq  nombres  en  progression  par  diffé- 
rence, connaissant  leur  somme  5A  =  15,  et  leur  produit  Pl  =  120 
(Proposé  dans  le  Manuel  des  conducteurs  des  ponts  et  chaussées.) 

Soient  x  le  terme  du  milieu  et  r  la  raison;  la  progression  sera  : 

4-(x —  2r) .  (x —  r) .  x  .  (x  +  r) .  (x  +2r) 

On  aura  pour  première  équation  : 

x  —  2r  +  x  —  r+x  +  x  +  r  +  x+2r  =  5A 

d'où  x  =  À 

et  pour  seconde  équation  : 

(x  —  2r)(x  —  r)x{x  +  r)  (x  +  2r)  =  Pi 

ou  x1  —  5x3r*  -f  4xr*  =  P» 

remplaçant  x  par  A,  il  vient  : 

4Ar<  —  5A3r*  +  A»  —  P5  =  0 

Cette  équation  bicarrée  a  pour  racines  : 


V- 


A3  ±  V/9A6+16A.P5 
8A 
Remplaçons  A  et  P*  par  leur  valeur  3  et  120,  on  trouve  : 

r*  =  ±  y/Î072o      et    r"  =  ±  1 
Les  nombres  demandés  seront  : 

1»  3  —  2^10^0";  3  —  /Ï0^2o;  3;  3+^10725";  3  +  2/10^25 
2*  3  +  2^10^20";  3  +  /ÏÔ^2o;  3;  3  —  y/ÏÔ^2o;  3  —  VîÔ^ô" 
3*  1.2.3.4.5 

4»  5.4.3.2.1 

349.  Problème  IV.  Partager  le  nombre  195  en  trois  parties  qui  for~ 
ment  une  progression  géométrique  dont  le  troisième  terme  surpasse 
ie  premier  de  120.  (Baccalauréat.) 

Soient  x  le  premier  terme  et  q  la  raison  de  la  progression;  on  a  : 

195 
x  +  xç  +  x?*  =  195    d'où    x=  i  +q  +gi 

120 
et  xç*  —  x  es  120    d'où    x  =  -    . 
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Égalons  les  valeurs  de  x  : 

5?*  — 8g— 21=0 

d'où  q'  =  3    et    q  '  =  —  jr 

par  suite  x  =  15    et    125 

350.  Problème  V.  Trouver  quatre  nombres  en  progression  géomé- 
trique, connaissant  leur  somme  A  =  15,  et  celle  B2  =  85  de  leurs 
carrés.  (  Proposé  dans  le  Manuel  des  conducteurs  des  ponts  et 
chaussées.) 

Soient  x  le  premier  terme  et  q  la  raison  de  la  progression;  on  a  : 

A  =  x  +  xq  +  xq*  +  xq3  =  x  (1  +  q  -f  g*  +  q3) 

or       1  -f-  q  -f-  gs  +  q3    est  le  quotient  de    q*  —  1    par    q  —  1 

donc  A  «(-£££),    d,où    **=  Ay -y  (1) 

On  a  aussi  : 

B*  =  x*  +  as»g*  +  x*q*  +  as»g«  =  œ>  (1  +  g*  +  g*  +  g«) 
or     1  -f  q*  +  q*  +  q6    est  le  quotient  de    g8  —  1    par    q*  —  1 

donc  B>  =  a4|^-)    d'où    *  -  ^=^- 

Égalons  les  valeurs  de  se*,  il  vient  : 

A»(g  —  1)»   _  B*(g2  —  1) 

(?*  — 1)»    —      g»  — 1 
qu'on  peut  écrire  : 

A»f7-l)(g-4)   _  B*(9  +  1)(<?-1) 

(g*-l)(g4-l)   -    (g4  +  i)(g4-i) 

Supprimons  le  facteur  - 1,       .     commun  aux  deux  membres,  on  a  : 
rr  q*  —  1 

A»  (9-*)  „   B»(g+1) 
g-*  —  1  g*  + 1 

ou  A»(g-1)  _  B»(g  +  1) 

(g»  +  i)(g+i)(g-i)  ~     g*  + 1 

Supprimant  le  facteur  g  —  1  commun  aux  deux  termes  de  la  pre- 
mière fraction  et  chassant  les  dénominateurs,  il  vient  : 

(A»  —  B»)  g*  —  2B*g»  —  2B«g*  —  2B»g  +  (A«  —  B»)  =  0 

Remplaçant  A*  et  Bs  par  leur  valeur,  on  trouve  : 

14g*  —  17g»  —  17g»  —  17g  +  14  =  0 

C'est  une  équation  réciproque  du  quatrième  degré.  En  la  résolvant 
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par  la  méthode  donnée  au  n»  260,  on  trouve  pour  q  deux  valeurs 

1  ... 

réelles  :    q'  =  2,    ç"  =  -„• ,    et  deux  valeurs  imaginaires. 

I 

Ces  valeurs  q'  =  2  et  ç"  =  -=->  portées  dans  l'équation  (1),  donnent 

x  =■  1     et    œ  =  8 
Les  progressions  qui  satisfont  à  l'énoncé  sont  : 

1:2:4:8 
ou  8:4:2:1 

§  II.  —  Des  logarithmes. 

331.  Définition.  On  appelle  logarithmes  des  nombres  qui  font 
partie  d'une  progression  arithmétique  commençant  par  zéro,  et 
qui  correspondent  terme  à  terme  à  d'autres  nombres  appar- 
tenant à  une  progression  géométrique  commençant  par  1. 
Chaque  terme  de  la  progression  arithmétique  est  le  logarithme 
du  terme  correspondant  dans  la  progression  géométrique. 

Les  deux  progressions  servant  à  définir  les  logarithmes  peu- 
vent être  prolongées  indéfiniment  dans  les  deux  sens;  Tune  doit 
renfermer  le  terme  zéro,  l'autre  le  terme  un,  et  ces  deux  termes 
doivent  se  correspondre. 

3o2.  Soient  les  progressions  : 

•ff  1  :q:  q*:q3:  q*:  q^'.q^'.q1 qn 

-i-O.r  .  2r.3r.4r.5r.6r.7r nr.  (A) 

On  voit  :  1°  Que  la  progression  géométrique  renferme  toutes 
les  puissances  de  la  raison; 

2°  Que  la  progression  arithmétique  contient  tous  les  mul- 
tiples de  la  raison; 

3°  Que  le  nombre  qui  sert  d'exposant  à  un  terme  quelconque 
de  la  progression  géométrique  sert  de  coefficient  au  terme  cor- 
respondant de  la  progression  arithmétique. 

D'après  la  définition  donnée  au  n°  351 ,  il  semblerait  que  les 
nombres  qui  font  partie  de  la  progression  géométrique  fussent 
les  seuls  qui  aient  des  logarithmes;  il  n'en  est  cependant  pas 
ainsi,  et  nous  allons  démontrer,  à  l'aide  du  théorème  suivant, 
que  tout  nombre  plus  grand  que  1  a  un  logarithme. 

353.  Théorème.  On  peut  insérer  un  nombre  assez  grand  de  moyens 
entre  les  termes  d'une  progression  géométrique  pour  que  la  différence 
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qui   existe   entre   deux   termes  consécutifs  soit   aussi   petite  qu'on 
voudra. 

Soit  la  progression  : 

•h-1  '.  q '.  q* '.  q3 '.  q* qniq*+i 

Insérons  m  —  l  moyens  entre  deux  termes  consécutifs  quelconques 
g»  et  qn+i  ;  la  raison  de  la  progression  ainsi  formée  sera  (n°  341)  : 


V 


>»  +  !  m 

1T    ou   fi- 

et  deux  termes  consécutifs  de  rang  k  +  1  et  k  +  2  dans  cette  progres- 
sion auront  pour  expression  : 

qn$q~)k     et    q*Qq)k+i 

Il  suffit  maintenant  de  prouver  que  si  m  est  suffisamment  grand , 
la  différence 

q»Wq)k+l-q"ÏÏq)k 

tendra  vers  zéro. 
On  a  en  effet  : 

<rQq)k+i-<rWq)*  =  qn(7q)k  Qq  -D 

m 

Le  facteur  {^q~)k  a  une  valeur  déterminée  et  moindre  que  q,  puisque 
m  est  plus  grand  que  k  et  q  plus  grand  que  1  ;  qn  a  aussi  une  va- 

m 

leur  déterminée,  donc  si  le  facteur  (/?"  —  1)  tend  vers  zéro,  il  en 

m 

sera  de  même  du  produit.  Pour  démontrer  que  \Jq  —  1  tend  vers 
zéro,  il  faut  faire  voir  que  quelque  petite  que  soit  une  quantité  a, 
il  y  a  des  valeurs  de  m  qui  vérifient  l'inégalité 

vV-K« 

m 

d'où  /g~<a-M 

et  q  <  (  a  +  1  )m 

Ce  qui  a  certainement  lieu ,  puisque  les  puissances  d'un  nombre  plus 
grand  que  1  croissent  en  même  temps  que  leurs  exposants  (n°  329). 

354.  Si  un  nombre  A  ne  fait  pas  partie  de  la  progression  géomé- 
trique, il  sera  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  pro- 
gression qui  différeront  l'un  de  l'autre,  et  par  suite,  du  nombre  A, 
d'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra;  et  l'on  pourra  prendre 
indifféremment  le  logarithme  de  l'un  d'eux  pour  le  logarithme  du 
nombre  A. 

Donc  tout  nombre  plus  grand  que  1  a  un  logarithme. 

Le  théorème  suivant  nous  permettra  de  conclure  que,  dans  un 
système  donné ,  il  n'en  a  qu'un. 
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355.  Théorème.  Si  dans  une  progression  géométrique,  en  insérant 
m —  4  ou  m' —  1  moyens,  on  parvient  à  obtenir  un  même  nombre, 
on  trouvera  pour  ce  nombre ,  dans  les  deux  cas ,  le  même  logarithme. 

Soient  les  deux  progressions  : 

•H-l  \q  '.q'i'.qi'.qk...    qn'.qn^1 

4-0  .  r.  2r.  3r.  4r...    nr.(n  +  l)r 

Insérons  (m  —  1)  moyens  entre  chaque  terme  des  deux  progres- 
eion3;  les  termes  de  rang  k  +  i  dans  les  progressions  ainsi  obtenues 
(n°  324  et  342),  seronl  respectivement 

W)      et      mk 

Si  l'on  insère  de  même  m' —  1  moyens,  les  termes  de  rang  k'  +  1 
seront 

WqT  et   W"* 

Il  faut  prouver  que  si  l'on  a  : 

WT)"  =  iïql*  (1) 

on  a  aussi  -^—  k  =  — ^-  k'    ou     —  =  — r 

m  m  m        tn 

Elevons  l'égalité  (1)  à  la  puissance  mm ,  il  vient  : 

k  k' 

ce  qui  entraîne         km'  =  km     ou     =  -^-j- 

m         m 

Donc,  dans  un  système  donné,  tout  nombre  plus  grand  que  i  a  un 
logarithme  et  un  seul. 

356.  Si  l'on  prolonge  en  sens  inverse  les  deux  progressions  (A) 
(n°  352),  on  a: 

..  1  1.1.1.1...  .       ,    .       3 

-K-    — -r  :  —5  :-«:  —  :  1  :  o  :  g*  :  o3 

q"  9       Q      Q        Q 

-r  —  nr —  4r.  ~3r .  —  2r .  —  r .  O.r .  2r.3r 

On  voit  (n°  329)  que  les  termes  de  la  progression  géométrique 
diminuent  indéfiniment  et  tendent  vers  zéro.  Nous  pourrions 
prouver  comme  précédemment  que  ces  termes  décroissantd'une 
manière  insensible,  deux  termes  consécutifs  quelconques  diffè- 
rent l'un  de  l'autre  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra  ;  et 
comme  un  nombre  plus  petit  que  1  ne  faisant  pas  ,partie  de  la 
progression  sera  toujours  compris  entre  deux  termes  consécutifs 
de  cette  progression,  on  conclut  que  tout  nombre  plus  petit  que  1 
a  un  logarithme,  et  que  ce  logarithme  est  négatif.  Les  termes 
vers  la  gauche  de  la  progression  géométrique  devenant  de  plus  en 
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plus  petits  tendent  vers  zéro ,  tandis  que  ceux  de  la  progression 
arithmétique  augmentent  en  valeur  absolue  et  tendent  vers 
—  oc,  d'où  Ton  conclut  que  zéro  a  pour  logarithme  —  oc. 

357.  La  progression  géométrique  n'ayant  pas  de  termes  négatifs, 
il  s'ensuit  que  les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes. 

Propriétés  des  logarithmes. 

358.  lre  Propriété.  Le  logarithme  d'un  produit  égale  la 
somme  des  logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit. 

Soient  les  progressions  : 

vr  1  :  q'.  q*'.q3'.q*  '.  q*'.q* qn 

-f  0  .r  .  2r.3r*.4r.5r.6r nr 

Considérons  dans  la  première  progression  deux  termes  quel- 
conques, q*  et  q6  dont  les  logarithmes  sont  respectivement 
ir  et  6r. 

Le  produit  de  q*  par  q6  est  qi0  (n°  21),  et  se  trouve  dans 
la  progression  géométrique,  puisqu'elle  contient  toutes  les  puis- 
sances de  la  raison.  La  somme  des  deux  logarithmes  est  ir  -\-  Qr 
ou  10?%  et  se  trouve  aussi  dans  la  progression  arithmétique, 
puisqu'elle  renferme  tous  les  multiples  de  la  raison;  or  (n°  351), 
le  terme  lOr  correspondra  à  qi0,  donc  il  en  sera  le  logarithme. 

De  même  le  logarithme  du  produit  q3  X  q5  X  q*  sera  3r-f-5r-|-8r, 
ou  16r. 

En  général,  soient  qm,  qn,  q% ,  trois  termes  faisant  partie  de 
la  progression  géométrique,  et  mr,  nr,  vr,  leurs  logarithmes. 
Le  produit  qmXqn  X  qv  ou  çm+»+»  se  trouve  dans  la  progres- 
sion géométrique;  la  somme  des  logarithmes  mr-\-nr^{-vr  ou 
[m  -{-  n  -f-  v)  r  se  trouve  aussi  dans  la  progression  arithmétique; 
or,  le  terme  (m-j-w-j-u)  r  correspondra  à  qn+n+*,  donc  il  en 
sera  le  logarithme. 

Donc    log.  ç"X?"X?'=  log.  qm -f-  log.  qn  -f-  log.  q' . 
De  même 

log.  abc ...  =  log.  a  -f-  log.  6  -f  log.  c  ... 

359.  28  Propriété.  Le  logarithme  d'un  quotient  égale  le  loga- 
rithme du  dividende  moins  le  logar\thr%e  du  diviseur. 

A 

Soit  le  quotient  qr=  — - 

On  a  ;  q  x  B  =  A 
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et,  d'après  la  première  propriété, 

log.  q  +  log.  B  =  log.  A 

d'où  log.  q    ou    log.  -p  =  log.  A  —  log.  B 

360.  3e  Propriété.  Le  logarithme  d'une  puissance  d'un 
nombre  égale  le  logarithme  de  ce  nombre  multiplié  par  l'expo- 
sant de  la  puissance. 

Ona,  en  effet,    A5  =  AxAxAxAxA 

d'où 

log.A5=log.A-f  log.A-|-log.A_j-log.A-|-log.A=51og.A 
En  général.  log.  A"  =  n  log.  A 

361.  4e  Propriété.  Le  logarithme  d'une  racine  d'un  nombre 
égale  le  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par  l'indice  de  la 
racine. 

Soit  R=Jâ~ 

d'où  R3=A 

et,  d'après  la  troisième  propriété, 

3  log.  R  =  log.  A 

d'où 
En  général,  log.  /&== 

362.  Remarque.  L'application  des  propriétés  que  nous  venons 
d'établir  simplifie  beaucoup  les  calculs,  et  permet  de  remplacer 
la  multiplication  par  l'addition,  la  division  par  la  soustraction, 
l'élévation  d'une  puissance  par  la  multiplication ,  et  l'extraction 
d'une  racine  par  la  division. 

De§  logarithmes  vulgaire* 

363.  De  la  définition  des  logarithmes  (n°  351),  il  résulte  qu'il 
y  a  une  infinité  de  systèmes  de  logarithmes,  et  que,  dans  tous 
ces  systèmes,  le  logarithme  de  1  est  0. 

On  appelle  base  d'un  système  de  logarithmes  le  nombre  qui  a 
pour  logarithme  1  dans  ce  système. 

364.  Les  logarithmes  vulgaires  ou  de  Briggs,   plus  corn- 
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modes  pour  les  calculs  pratiques  que  les  logarithmes  népériens , 
ont  pour  base  le  nombre  10  et  sont  définis  par  les  progressions 

•H- 1 :  10  :  100  : 1 000  :  10000  :  100000 10" 

-fO.  1  .  2   .     3    .     4     .      5      n 

Dans  ce  système,  on  voit  :  1°  que  le  logarithme  de  10  est  1, 
celui  de  100  est  2,  celui  de  1000  est  3...;  en  général  celui  de 
10"  est  n; 

2°  Que  tout  nombre  compris  entre  1  et  10  a  son  logarithme 
plus  grand  que  zéro  et  plus  petit  que  1  ;  que  tout  nombre  com- 
pris entre  10  et  100  a  son  logarithme  plus  grand  que  1  et  plus 
petit  que  2;  que  tout  nombre  compris  entre  100  et  1000  a  son 
logarithme  plus  grand  que  2  et  plus  petit  que  3,  et  ainsi  de 
suite;  d'où  il  résulte  que  le  logarithme  d'un  nombre  plus  grand 
que  10  est  composé  d'une  partie  entière  nommée  caractéris- 
tique, et  d'une  partie  décimale  appelée  mantisse  par  les  Alle- 
mands. On  voit,  de  plus,  que  la  caractéristique  contient  au- 
tant d'unités  que  le  nombre  a  de  chiffres  à  sa  partie  entière, 
moins  un. 

365.  Théorème.  Le  logarithme  d'un  nombre  10  fois,  100  fois, 
1000  fois,  etc.,  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  autre,  a  la 
même  partie  décimale  que  le  logarithme  de  cet  autre,  et  n'en 
diffère  que  par  la  caractéristique. 

En  effet, 

log.  (axl0n)=log.  a-flog.  10"  =log.  a-\-n 
et  n  est  un  nombre  entier  (n°  364). 

De  même ,     log.  — ~~  =  log.  a  —  log.  10"  =  log.  a  —  n 

366.  Remarque.  Si  l'on  prolonge  dans  les  deux  sens  les  pro- 
gressions du  n°  364 ,  on  trouve  : 

•••TW:TOO0:W:4:1;1O:100:100O:10000-V 
...   —  4  .      —3.  — 2.  — 1.    0.1.2.       3.        4... 

Ces  progressions  montrent  que 

1 

1 


+  1    est  le  log. 

de  10,  et  que  — 1    est  celui  de 

4-2              « 

100       ut      —2           c 

4-3              « 

1000      «       —3           « 

et  ainsi  de  suite. 

100 

1 

TôôT 
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De  même , 
si    0,69897    est  le  log.  de  5,  —0,69897     sera  celui  de    i- 

et  si  2,266  00  «       184,5,  —2,26600  «  j^~- 

Ainsi,  quand  on  change  le  signe  du  logarithme  d'un  nombre 
donné,  on  obtient  le  logarithme  de  l'inverse  de  ce  nombre;  et 
un  logarithme  négatif  peut  être  regardé  comme  le  logarithme 
d'une  fraction  ayant  pour  numérateur  1 ,  et  pour  dénomina- 
teur le  nombre  correspondant  au  même  logarithme  pris  positi- 
vement. 

367.  Ces  mêmes  progressions  montrent  qu'un  nombre  compris 
entre  1  et  0,1  a  un  logarithme  compris  entre  0  et  —  1  ; 

Qu'un  nombre  compris  entre  0,1  et  0,01  a  un  logarithme 
compris  entre  —  1  et  —  2 ,  et  ainsi  de  suite. 

368.  L'introduction,  dans  les  calculs,  de  logarithmes  entière- 
ment négatifs  serait  presque  toujours  une  complication;  pour 
l'éviter,  on  rend  positive  la  partie  décimale  du  logarithme,  la 
caractéristique  seule  reste  négative. 

Soit  le  logarithme  négatif  —  2,698  97. 

On  peut  écrire,  en  retranchant  et  ajoutant  1, 

—  2,69897  =  —  3  -\-  (  1  —  0,69897) 
Effectuons  la  soustraction  indiquée  dans  la  parenthèse. 

—  2,69897  =  — 3,-|-0,30103    ou    3,30103 

De  même  le  logarithme  négatif   —  0,486  74    peut  s'écrire  : 

—  0,48674  =  — 1+(  1  —  0,486  74)    ou    1,51326 

369.  Règle.  Donc,  pour  transformer  un  logarithme  négatif  en 
un  autre  logarithme  n'ayant  que  la  caractéristique  négative,  on 
retronche  de  1  la  partie  décimale  et  l'on  ajoute  —  1  à  la  carac- 
téristique. Le  signe  moins  qui  affecte  la  caractéristique  seule  se 
place  alors  au-dessus  de  cette  caractéristique. 

370.  Il  résulte  de  là  et  de  ce  qui  a  été  dit  au  n°  366 ,  que  le 
logarithme  d'un  nombre  plus  petit  que  1  a  une  caractéristique 
négative  dont  la  valeur  absolue  indique  le  rang  que  les  plus 
hautes  unités  du  nombre  proposé  occupent  après  les  unités 
simples. 

371.  Remarque.  Dans  la  confection  des  tables  on  n'a  pas  cal» 
culé  les  logarithmes  des  nombres  plus  petits  que  1 ,  ni  ceux  des 
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nombres  fractionnaires;  car  on  peut  obtenir  ces  logarithmes 

d'une  manière  indirecte. 

Ainsi,  pour  avoir  le  logarithme  de  0,625,  on  multiplie  et  Ton 

6^5 
divise  ce  nombre  par  1 000,  et  l'on  a  ■    "    ... 

D'où  (n°  359)      log.  -j^jj-  =  log.  625  —  log.  1000 

log.    625  =  2,795  88 

log.  1000  =  3,00000 

Donc  log.  0,625  =  1,79588 

372.  Gologarithme.  On  appelle  cologarilhme  d'un  nombre  le 
logarithme  de  l'inverse  de  ce  nombre. 

373.  Règle.  Pour  avoir  le  cologarithme  d'un  nombre,  on  re- 
tranche de  zéro  le  logarithme  de  ce  nombre,  ce  qui  revient  à 
ajouter  -f-  1  à  la  caractéristique,  à  la  changer  de  signe,  puis  à 
prendre  le  complément  à  1  de  la  partie  décimale. 

Ce  complément  à  1  s'obtient  en  retranchant  de  9  chacun 
des  chiffres  de  la  partie  décimale,  excepté  le  premier  chiffre 
significatif  à  droite,  qu'on  retranche  de  10. 


Exemples.    Log.  8  =  0,903  09 

log.  639  =  2,80550 

log.0,005  =3,698  97 


colog.  8  =J, 096  91 

colog.  639  =  3,19450 

colog.  0,005  =  2,301 03 


Des  table*  de  logarithme*. 

374.  Il  existe  différentes  tables  de  logarithmes;  les  unes,  appe- 
lées grandes  tables,  donnent  les  logarithmes  des  100000  ou 
des  108  000  premiers  nombres,  avec  7  décimales;  en  France,  on 
emploie  ordinairement  celles  de  Callet ,  de  Dupuis  ou  de  Schrôn. 
Les  autres ,  nommées  petites  tables ,  renferment  les  logarithmes 
des  10  000  premiers  nombres  avec  5  décimales;  et,  bien  que  ces 
dernières  donnent  une  approximation  moins  grande  dans  les  cal- 
culs, elles  sont  cependant  plus  usuelles  que  les  premières. 

Dans  toutes  ces  tables ,  des  colonnes  spéciales  contiennent  les 
différences  qui  existent  entre  les  logarithmes  de  deux  nombres 
consécutifs.  Il  est  des  tables  qui  ne  donnent  pas  les  caractéris- 
tiques :  c'est  une  simplification,  car  la  seule  inspection  d'un 
nombre  fait  connaître  la  partie  entière  de  son  logarithme. 

375.  Pour  se  servir  avantageusement  d'une  table  de  loga- 
rithmes ,  il  faut  savoir  résoudre  les  deux  questions  suivantes  : 
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1°  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  donné; 

2°  Trouver  le  nombre  qui  correspond  à  un  logarithme  donné. 

376.   Trouver  le   logarithme   d'un   nombre   donné.   NOUS   SUppO- 

sons  qu'on  a  les  petites  tables  à  5  décimales. 

1er  Cas.  Le  nombre  est  dans  les  tables.  Alors  on  lit  immédia- 
tement le  logarithme  correspondant. 

Ainsi  on  voit  que  le  log.  de  6  8-43  est  3,83525. 

De  même  le  log.  de  6,8-43  est  0,83525;  car  il  ne  diffère  de 
celui  de  6  8-43  que  par  la  caractéristique  (n°  365\ 

2e  Cas.  Le  nombre  n'est  pas  dans  les  tables.  On  détermine 
d'abord  la  caractéristique  (n08  u64  et  3701,  puis  on  divise  ce  nombre 
par  10  ou  par  100,  ou  par  1000,  etc.,  de  manière  à  avoir  un 
nombre  entier,  et  le  plus  grand  possible,  compris  dans  la  table; 
enfin  on  cherche  la  partie  décimale  du  logarithme  du  nombre 
ainsi  divisé,  en  tenant  compte  des  différences  tabulaires. 

Soit  à  calculer  le  logarithme  de  24  647. 

Ce  nombre  ayant  cinq  chiffres,  la  caractéristique  de  son  loga- 
rithme est  4. 

Divisons  24  647  par  10,  ce  qui  donne  2464,7. 

Cherchons  dans  les  tables  la  partie  décimale  du  logarithme 
de  2464,  on  trouve  0,39164. 

La  différence  tabulaire  entre  les  logarithmes  de  2  464  et  de 
2465  étant  18  unités  du  cinquième  ordre,  on  dira,  en  regardant 
les  accroissements  des  logarithmes  comme  proportionnels  aux 
accroissements  des  nombres  : 

Pour  1  entier  de  différence  dans  les  nombres,  il  y  a  un  accrois- 
sement de  18  dans  les  logarithmes;  pour  une  différence  de  0,7 
dans  les  nombres,  il  y  aura  un  accroissement  de  x  dans  les  loga- 
rithmes. 

OU  -Të-  =  — 2— 

18  x 

d'où  a?  =  13,  à  une  unité  près  du  cinquième  ordre.  On  ajoute 
ces  13  cent-millièmes  à  0,391  64  et  l'on  a 
log.  24647  =  4,39177 

Soit  encore  à  trouver  le  logarithme  de  0.047  8533. 

La  caractéristique  du  logarithme  sera  2  (n°  370). 

Mettons  la  virgule  après  le  chiffre  5.  on  a  :  4  785,33. 

Le  logarithme  de  4  7$5  a  pour  partie  décimale  0,67988. 

La  différence  entre  les  logarithmes  des  nombres  4  785  et  4786 
étant  9  unités  du  cinquième  ordre,  on  dira  : 
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Pour  1  entier  de  différence  dans  les  nombres ,  il  y  a  une  aug- 
mentation de  9  dans  les  logarithmes;  pour  une  différence  de 
0,33  dans  les  nombres ,  il  y  aura  une  augmentation  de  x  dans 
les  log. 

1        0,33 

on  trouve,  à  une  unité  près  du  cinquième  ordre,    a?  =  3, 

et  log.  de  0,047  853  3  est.     .    .    2,67991. 

Dans  certaines  tables,  le  calcul  des  parties  proportionnelles 
est  effectué  et  se  trouve  indiqué  dans  une  colonne  spéciale. 

377.  Trouver  le  nombre  qui  correspond  à  un  logarithme  donné. 

1er  Gai.  La  partie  décimale  du  logarithme  se  trouve  exacte- 
ment dans  les  tables. 

Alors  on  lit  immédiatement  le  nombre  correspondant  à  cette 
partie  décimale,  qu'on  cherche  généralement  comme  si  elle 
était  précédée  de  la  caractéristique  3. 

Ainsi,  on  voit  que  le  nombre  correspondant  au  logarithme 
2,88395  est  7  655.  La  caractéristique  2  du  logarithme  proposé 
indique  que  le  nombre  demandé  a  trois  chiffres  à  sa  partie  en- 
tière :  ce  nombre  est  donc  765,5. 

De  même,  le  nombre  correspondant  à  la  partie  décimale  du 
logarithme  2,18808  est  1542  :  la  caractéristique  2  indiquant 
que  le  premier  chiffre  significatif  du  nombre  demandé  occupe  le 
second  rang  après  la  virgule  (n°  370),  ce  nombre  est  donc  0,01542. 

2e  Cas.  La  partie  décimale  du  logarithme  ne  se  trouve  pas 
dans  les  tables. 

Soit  à  trouver  le  nombre  qui  correspond  au  log.  4,55575. 
On  cherche  dans  les  tables  la  partie  décimale  du  logarithme 
comme  si  elle  était  précédée  de  la  caractéristique  3.  On  voit 
qu'elle  est  comprise  entre  3,555  70,  log.  de  3595,  et  3,555  82, 
log.  de  3596. 

La  différence  tabulaire  est  12,  et  celle  qui  existe  entre  le  log. 
donné  555  75  et  le  log.  immédiatement  inférieur  55570  est  5. 

On  dira  si  le  log.  55570  augmente  de  12  unités  du  cinquième 
ordre ,  le  nombre  3  595  croît  de  1  ;  si  le  logarithme  augmente  de 
5  unités,  le  nombre  croîtra  de  x, 

12        5 
ou  -î—  —  — 

1  X 


178  Mt^MESTs  d'algêbrj 

On  trouve,  à  un  centième  près,  x=  0,41  qu'on  ajoute  à  3  595, 
ce  qui  donne  359  54-i. 

La  caractéristique  4  indique  que  le  nombre  demandé  a  5  chiffres 
à  sa  partie  entière;  ce  nombre  est  donc  35  954,1. 

Usage  des  grandes  tables. 

378.  Nous  supposons  qu'on  a  sous  les  yeux  les  tables  de  Callet 
ou  celles  de  Dupuis,  ou  bien  celles  de  Schron.  Dans  ces  tables, 
les  logarithmes  des  nombres  inférieurs  à  1  000  ou  à  1  200  sont 
donnés  avec  8  décimales;  ceux  des  nombres  plus  élevés,  avec 
7  décimales. 

Les  1  200  premiers  nombres  et  leurs  logarithmes  se  lisent  im- 
médiatement; quant  aux  nombres  supérieurs  à  1200  et  à  leurs 
logarithmes,  on  les  lit  en  deux  fois.  En  effet,  dans  une  colonne 
intitulée  N,  on  voit  les  dizaines  du  nombre;  ses  unités  se  trou- 
vent au  haut  de  la  page,  sur  une  ligne  horizontale  qui  comprend 
les  chiffres  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9.  La  première  partie 
du  logarithme,  composée  des  chiffres  communs  aux  logarithmes 
de  plusieurs  nombres,  se  lit  dans  la  colonne  0,  et  la  seconde 
partie  se  trouve  au-dessous  du  chiffre  des  unités  et  dans  la  co- 
lonne horizontale  correspondant  aux  dizaines. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  log.  du  nombre  19206,  on  écrit  d'abord 
la  caractéristique  4,  qui  n'est  pas  dans  la  table,  puis  on  lit  en 
regard  de  1920  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  283;  enfin, 
au-dessous  de  6 ,  on  trouve  les  quatre  derniers,  4369;  le  loga- 
rithme de  19206  est  donc  4,283436  9. 

De  même,  le  log.  de  19450,  dont  la  caractéristique  est  4,  se 
compose  de  288 ,  qu'on  lit  en  regard  de  1  945 ,  et  des  quatre  der- 
niers chiffres  9196,  qu'on  trouve  dans  la  colonne  verticale  in- 
titulée 0;  ce  log.  est  donc  4,288919  6. 

Pour  trouver  le  log.  du  nombre  348,567,  dont  la  caractéris- 
tique est  2 ,  on  porte  la  virgule  après  le  6 ,  et  l'on  cherche  le  log. 
de  34  856,  qui  est  542  277  5;  la  différence  entre  les  log.  des 
nombres  34  856  et  34  857  est  125;  au  lieu  de  calculer  l'aug- 

1  0  7 

mentation  pour  0,7  en  posant  la  proportion  -t^-  =  — I — ,  on 

trouve  immédiatement  le  résultat  du  calcul  dans  un  petit  tableau 
marqué  125;  en  effet,  dans  ce  tableau,  en  regard  de  7,  on  lit 
le  nombre  88,  représentant  des  unités  de  septième  ordre,  qu'il 
faut  ajouter  au  log.  de  34  856. 

Le  log.  du  nombre  348.567  est  donc  2,542  2863. 

Pour  le  log.  de  3743  596,  on  trouve  d'abord  6,573  277  8.  La 
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différence  entre  les  log.  de  37435  et  37436  est  116;  il  faut  cal- 
culer l'augmentation  que  subit  le  log.  pour  0,96. 

Le  tableau  intitulé  116  donne  pour  0,9 104 

et  pour  0,6,  il  donne  70;  d'où  pour  0,06 7 

donc,  pour  0,96,  l'augmentation  sera 111 

qu'il  faut  ajouter  à  6,573277  8. 
Par  suite,  le  log.  du  nombre  3  743  596  sera  :  6,5732889. 

379.  Soit  maintenant  à  trouver  le  nombre  correspondant  au 
log.  4,6804624. 

On  cherche  d'abord  680  parmi  les  nombres  isolés  de  la  co- 
lonne 0,  puis  4624  dans  les  colonnes  horizontales  comprises 
entre  680  et  681 ,  et  on  voit  que  4  624  correspond  à  4 ,  qui  est 
le  chiffre  des  unités;  en  suivant  la  colonne  horizontale  qui  ren- 
ferme 4624,  on  arrive,  à  gauche,  au  nombre  4791,  représentant 
les  dizaines  du  nombre  cherché  :  ce  nombre  est  donc  47  9i4. 

Soit  encore  à  trouver  le  nombre  correspondant  au  log. 

0,0597809 

Cherchons  d'abord  059  parmi  les  nombres  isolés  de  la  co- 
lonne 0;  puis,  dans  les  colonnes  horizontales  comprises  entre 
059  et  060,  cherchons  le  nombre  qui  s'approche  le  plus  par  dé- 
faut de  7  809;  ce  nombre  est  7  527,  lequel  correspond  à  5,  qui 
est  le  chiffre  des  unités;  en  suivant  la  colonne  horizontale  qui 
renferme  7  527,  on  arrive,  à  gauche,  au  nombre  1 147,  représen- 
tant les  dizaines.  Le  nombre  demandé  est  donc  11475,  à  une 
unité  près.  Si  l'on  veut  une  approximation  plus  grande,  on  cherche 
la  différence  qui  existe  entre  7  527  et  7  905,  qui  comprennent 
7  809 ,  et  celle  qui  existe  entre  7  527  et  7  809  ;  la  première  est 
378,  la  seconde  282.  On  regarde  ensuite  dans  le  tableau  inti- 
tulé 378-379,  entre  quels  nombres  est  compris  282;  on  voit 
que  c'est  entre  265  et  303;  le  chiffre  7,  correspondant  à  265, 
indique  les  dixièmes  du  nombre  cherché.  Pour  obtenir  des  cen- 
lièmes ,  on  cherche  la  différence  qui  existe  entre  282  et  265 ,  et 
l'on  trouve  17;  si  c'était  170,  le  table-au  donnerait  4  dixièmes; 
17  donnera  donc  4  centièmes:  on  a  ainsi  trouvé  1147  574; 
et,  comme  la  caractéristique  est  0,  le  nombre  demandé  est 
1,147  574. 

Remarques  sur  l'emploi  des  parties  proportionnelles. 

380.  Les  différences  entre  les  logarithmes  de  deux  nombres  consé- 
cutifs vont  sans  cesse  en  diminuant.  11  suffit  pour  s'en  convaincre  de 
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jeter  les  yeux  sur  une  table  de  logarithmes.  Mais  il  est  très  facile  dt 
le  démontrer. 

Soient,  en  effet,  a  +  1  et  a  deux  nombres  entiers  consécutifs;  appe 
Ions  d  la  différence  de  leurs  logarithmes,  on  aura  : 

d  =  log.  (a  +  l)-log.  a  =  log.  (-^±1) 

<i  =  log.(n4) 

1                                                        1 
or,  à  mesure  que  a  augmente,  —  diminue,  et  l'expression  1  H 

tend  vers  1  ;  mais  le  logarithme  de  1  est  0,  donc  les  différences  tendent 
vers  zéro. 

381.  Lorsque  les  nombres  sont  suffisamment  grands,  les  accroisse- 
ments des  logarithmes  sont  sensiblement  proportionnels  aux  accrois- 
sements des  nombres. 

Soient  trois  nombres  a,  a  +  h,  a  +  2/i,  en  progression  arithmé- 
tique, faisons  voir  que  les  logarithmes  de  ces  nombres  sont  sensible- 
ment en  progression  arithmétique,  c'est-à-dire  qu'on  a  : 

Log.  (a  +  h)  -  log.  a  =  log.  (a  +  2/i)  -  log.  (a  +  h) 
Log.  (-±»)=teg.(iLt») 

Log.(l+A)  =  log.(1+_^K)  ,„ 

Si  a  est  suffisamment  grand  et  h  assez  petit,  les  valeurs  des  paren- 
thèses tendent  sensiblement  vers  1,  et  par  suite  la  dernière  égalité 
est  vérifiée  ainsi  que  les  précédentes.  Donc... 

382.  Remarque.     Si    dans    les    expressions    log.  (  1  -|-  A  )    et 

log.  (  1  -} — j-  I  nous  faisons  a  =  1000,  h  =  1 ,  ces  expressions  de- 
viennent : 

Lo^(1  +  ï4-)  =  1^lr  =  0'00{)429 

Or  ces  deux  logarithmes  diffèrent  de  moins  d'une  unité  du  cin- 
quième ordre  décimal,  et  il  en  est  de  même  des  deux  membres  de 
l'égalité  (1).  Donc  quand  les  nombres  sont  plus  grands  que  1000  les 
accroissements  des  logarithmes  sont  sensiblement  proportionnels  aux 
accroissements  des  nombres. 
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Opérations  faîtes  par  logarithmes. 

383.  1»  Soit  à  additionner  le  log.    .    .        3,87245 
avec  le  logarithme 2,95419 

on  trouve 2,82664. 

Après  avoir  dit,  aux  dixièmes  :  1  de  retenue  et  8  font  9,  et  9  font  18, 
j'écris  8  et  je  retiens  1  ;  on  ajoute  :  1  de  retenue  et  3  font  4,  4  et  —  2 
font  +  2;  le  résultat  est  donc  2,82664. 

2e  Soit  à  soustraire  du  log 0,93676 

le  logarithme 3,11190 

on  trouve 3,82486. 

Après  avoir  dit,  aux  dixièmes :1  été  de  9  reste  8,  on  ajoute  :  3  ôtés 
de  0  reste  —  3. 

3°  Soit  à  soustraire  du  log.  de  1 ,  ou.    .        0,00000 
le  logarithme 3,391 93 

on  trouve 2.60807. 

Après  avoir  dit,  aux  dixièmes:  1  de  retenue  et  3  font  4,  4  ôtés 
de  10  reste  6,  on  ajoute  :  1  de  retenue  et  —  3  font  —  2,  —  2  ôtés  de  0 
reste  -+•  2. 

On  voit  que  cela  revient  à  prendre  îe  cologarithme  de  5,391 93  (n°  373). 

4»  Soit  à  multiplier  par  3  le  log.    .    .        4,90200 

3 

produit ÏO,  70600. 

Après  avoir  dit  :  3  fois  9  font  27,  je  pose  7  et  je  retiens  2,  on  ajcate  : 
3  fois  —  4  donne  — 12 ,  —  12  et  +  2  de  retenue  font  — 10. 

Lorsqu'on  a  à  diviser  par  2,  par  3,  par  4,  etc.,  un  logarithme  dont 
la  caractéristique  négative  n'est  pas  divisible  exactement  par  ces 
nombres,  on  ajoute  à  cette  caractéristique  un  nombre  négatif  tel 
qu'elle  devienne  divisible;  puis,  par  compensation,  on  ajoute  le  même 
nombre  positif  à  la  partie  décimale,  et  l'on  fait  la  division. 

384.  Exemple»,  o8  Soit  à  diviser  par  2  le  log.  1,42846. 

On  ajoute  —  1  à  la  caractéristique  afin  de  la  rendre  divisible  par  2, 
puis,  par  compensation,  on  ajoute  +1  à  la  partie  décimale,  et  l'on 
dit  :  la  moitié  de  2  est  T,  la  moitié  de  14  est  7,  la  moitié  de  2  est  1... 
Le  quotient  est  donc  1,71423. 

EL.  7 
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6°  Soit  encore  à  diviser  par  4  le  log.  5,62829. 

On  ajoute  — 3  à  la  caractéristique,  afin  de  la  rendre  divisible 
par  4,  puis,  par  compensation,  od  ajoute  +  3  à  la  partie  décimale, 
et  l'on  dit  :  le  quart  de  S  est  2,  le  quart  de  36  est  9... 

Le  quotient  demandé  est  2,90707,  à  un  cent-millième  près. 

7°  Soit  à  calculer  le  logarithme  de  l'expression 

_ __64  x  0,0826x16,57 
13,48  x  0,001 7  x  9,467 

On  ajoute  ensemble  les  logarithmes  des  facteurs  du  numérateur  et 
les  colùgarithmes  de»  facteurs  du  dénominateur  (n°  373). 

Log.      64     =1,80618 

Log.  0,0826  =  2,91698 

Log.  16,57  =  ^,21932 
Colog.  13,48  =  2,87031 
Colog.  0,0017  =  2,76955 
Colog.    9,467  =  r,023  79 

Log.  as  =  2,60613. 


8»  Soit  à  calculer  l'expression 


6.462v/6  x  y/2  (  64.13*+  0,42636*) 


19W21 


Calculs  auxiliaires. 


Log.  64,13  =1,80706 
2  log.  64,13  =3,61412 

64713*==  H  12,72 

Log.  0,426 36  =  i    '.2978 

2  log.  0,42636  =  î",  259  56 

0,42636*=  0,181  78 

64713*  +  0,42637;*  =411 2,90 

Log.  4112,9  =3,614tf 

Log.  2  =0,3tH03 

Log. /2  =  g  log.  2  =0,10034 

Log.  6  =0.77*15 

Log.  t/6"=Jlofj.  6  =0.:  ■ 

Log.  21  =1,32222 

Log.  /2T=  j  log.  21  =  0,661 11 


Opérations. 
Log.  6,462  =  0,81037 
■^  log.  6  =  0,38907 

-g-  log.  2  =  0,10034 

Log.  4112.90  =  3.61416 

Colog.  196  =  5.70774 

Colog.  k  =  l,S0B88 

Colog.  |  log.  21  =  1,338  89 


Log.  x—  1,46342. 
29,068 


IVe   PARTIE.  —   PROGRESSIONS,    LOGARITHMES,    ETC.  183 

9°  Soit  enfin  à  calculer  la  valeur  de  l'expression  suivante  : 

_  0,913rcy/î5  X  0,654  32V2 
186,841  7  x  0,036 789 4b9 
Pour  effectuer  ce  calcul ,  nous  ferons  usage  des  tables  à  sept  déci- 

Log.  0,913  =  1,9604708 

Log.  u  =  0,4971499 

Log.  t/ÏB~  =  0,5880456 

Log.  0,654321  =  1,8157909 

Log.  /2=  0,100 3433 

Colog.  186,8417  =  3,7285262 

Colog.  0,056789459  =  1,2457322 

Log.  x  =  1,9360589 
x  =  0,863  096 
à  1  millionième  près. 


§  III.  —  Intérêts  composés. 

38».  Une  somme  est  placée  à  intérêts  composés,  lorsque, 
chaque  année,  l'intérêt  rapporté  s'ajoute  au  capital  pour  produire 
des  intérêts  l'année  suivante. 

Appelons    a,    un  capital  placé, 

«  r,     l'intérêt  annuel  d'un  franc  ou  le  -j^  du  taux, 

«  n,    le  temps , 

«  A,    le  capital  augmenté  de  ses  intérêts. 

1  franc  devient  en  un  an 1  -}-  r, 

a  francs  deviendront  a  fois  plus  ou    .    a{\  -j-  r). 

Ainsi,  en  multipliant  un  capital  quelconque  par  (1  -f- r*),  on 
trouve  ce  que  devient  ce  capital  au  bout  d'un  an. 

a[\  -{-r)  est  le  capital  qui  devra  produire  des  intérêts  pendant 
la  deuxième  année;  ce  capital  deviendra  à  la  fin  de  ladite  année 

a(l+r)(l+r)     ou    a(l+r)2 
De  même  a[\  +r)2  étant  le  capital  qui  doit  produire  des  in- 
térêts pendant  la  troisième  année,  ce  capital  deviendra  à  la  fin 
de  ladite  année 

a(l+r)s(l+r)    ou    a(l+r)3 
et  ainsi  de  suite. 
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Donc ,  après  n  années ,  la  valeur  A  du  capital  augmenté  de  ses 

intérêts  composés  sera 

A  =  a(l-fr)"  (1) 

386.  Telle  est  la  formule  générale  des  intérêts  composés;  elle 
renferme  quatre  quantités  variables  :  A,  a,  n  et  r;  trois  de  ces 
qm.     itéa  étant  connues,  on  peut  calculer  la  quatrième. 

Poui  isoler  a,  il  faut  diviser  les  deux  membres  par  (1  -f-r)", 
et  l'on  trouve 

Pour  isoler  r,  on  divise  par  a  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion   ij,  et  l'on  prend  la  racine  nème  des  quotients;  il  vient 


=y/|-i  (3) 


d'où  r  = 

Enfin,  pour  isoler  n,  on  emploie  les  logarithmes,  et  l'on  écrit 
Log.  A  =  log.  a  +  n  log.  (1  -f-  r) 

d'où  n=-^f-A-i_°g^.  (i) 

log.  (1  +  r)  v  ' 

387.  Toutes  ces  formules  sont  calculables  par  logarithmes. 
Lorsque  le  logarithme  de  (1  +r)  doit  être  répété  n  fois  (n  étant 
ordinairement  compris  entre  1  et  100  ,  il  est  bon  de  le  prendre 
&\ec  huit  ou  neuf  décimales;  car,  dans  les  tables,  le  dernier 
chiffre  n'étant  qu'approché,  le  produit  du  log.  par  n  pourrait 
rendre  l'erreur  considérable;  alors,  après  avoir  multiplié  par  n 
le  log.  de  ;1  +r),  on  ne  conserve  au  produit  que  cinq  chiffres 
ou  sept  chiffres  décimaux,  suivant  les  tables  dont  on  s'est  servi, 
et  l'on  a  soin  de  forcer  le  dernier,  si  le  chiffre  qui  suit  est  plus 
grand  que  4  *. 

388.  Remarque  I.  Souvent  l'intérêt  se  capitalise  tous  les  six 
moi»;  alors,  dans  les  formules,  2n  représente  le  nombre  de 

r         1 
semestres  écoulés,  et  -^  le  -r-jr-  du  taux  pour  six  mois.  Les  for- 
mules prennent,  dans  ce  cas,  les  formes  suivantes  : 


A=a(i+sy 


*  On  trouvera,  à  la  fin  dn  volume,  on  tableau  renfermant  les  log.  de  (  1  +  r) 
avec  nenf  ehifi-es  décirsanx. 
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A 


fl  = 


r 


(*+*)' 


Œ 


ï=Va~1 

2n  =  *og-  A  —  log.  a 


Ainsi  un  capital  de  4000  /V.  pfocé  à  intérêts  composés  pen- 
dant 15  ans,  à  4  p.  °/o>  tes  intérêts  se  capitalisant  tous  les 
6  mois,  devient  : 

A  =  4  000(l,02)30,    ou    7245  fr.  50 

389.  Remarque  II.  La  formule  A(l-j-r)"  page  238,  suppose 
que  n  représente  un  nombre  entier  d'années.  S'il  n'en  est  pas 
ainsi,  on  calcule  généralement  ce  que  deviendra  le  capital  aug- 
menté de  ses  intérêts  à  la  fin  des  n  années,  puis  on  cherche  les 
intérêts  simples  que  rapporte  pendant  la  fraction  d'année  le  ca- 
pital ainsi  augmenté. 

Appelons  n  le  nombre  d'années ,  f  la  fraction  d'année,  r  étant 
toujours  l'intérêt  de  1  fr.  en  un  an. 
A  la  fin  des  n  années ,  le  capital  sera  devenu 

a(l-fr)" 

1  fr.  rapportant  r  en  un  an,  rapportera  fr  en  un  temps  f,  et 
le  capital  a(l  -+-r)n  rapportera  dans  le  même  temps  : 

a(l  -\-r)nxfr 
Donc  A  =  a(l+r)n-fa(l  +  r)Bx/r 

Mettons  a(l  -{-  r)n  en  facteur  commun,  on  trouve  : 

A  =  a(l+r)»(l  +  /V)  (5) 

390.  La  formule  (5)  s'applique  sans  peine  lorsque  l'inconnue 
est  A  ou  a;  elle  est  d'une  application  moins  facile  lorsque  l'in- 
connue est  r,  car  elle  fournit  généralement  une  équation  d'un 
degré  supérieur  au  second  *;  enfin,  lorsqu'on  cherche  le  temps, 
on  peut  encore  l'appliquer,  bien  qu'on  ait  alors  deux  inconnues. 


*  Voir  le  renvoi  do  la  page  345. 
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En  effet,  on  a  : 

Log.  A  =  log.  a  +  n  log.  (1  +  r)  +  log.  (1  +  /r) 
d'où  n  =  log-  A  —  log.  a  _  log.(l+/r) 


.  (1+r)  Log.  (1  +  r) 

Si  nous  effectuons  la  division  indiquée  dans  la  première  partie 
du  second  membre,  nous  aurons,  en  appelant  q  le  quotient  et 
R  le  reste 

log.  A  —  log.  a  _    j R 

log.  (1+r)     ~q^  log.  (1+r) 

Portons  cette  valeur  dans  l'équation  !6),  il  vient  : 

n-a  i  H  log.  li+ffiL 

n-?+log.(l  +  r)      -îog^i^-TT 

T> 

Or   7i   et   ç  sont  entiers   par   hypothèse,      ,  g  ,.-,     »     et 

"1°^  riî   ,)  »  son^  des  fractions,  car  â+A"  est  plus  P^1  1ue 
1  +r;  donc  l'égalité  ne  sera  vérifiée  qu'autant  qu'on  aura  : 

n-a      et  R  -  :  -•    l  ±Û± 

n  —  q'     ei     log.  (1  +  r)  —   Log.(l+rj 

d'où  R  =  log.  (i+/r) 

Ainsi,  la  partie  entière  du  quotient  donne  le  nombre  exaot 
d'années,  et  le  reste  est  le  log.  de  (1  -\-fr),  d'où  l'on  tire  faci- 
lement la  valeur  de  f. 


301.  Problème.  Une  ville  voit  sa  population  croître  chaque 
année  du  cent  vingtième;  on  demande  dans  combien  de 
temps  sa  population  sera  doublée. 

Soient     p    la  population  actuelle, 

—   le  rapport  exprimant  l'accroissement  annuel, 

n    le  temps, 

P    la  population  après  n  années. 

A 

Après  un  an  la  population  sera  p  plus  l'accroissement  p  x — , 
P  +  $;>    ou    p(»+4)'    ou    p(-^-) 

m     1      1 

Ainsi,  en  multipliant  par  — — —  la  population  au  commen- 
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cernent  d'une  année,  on  obtient  ce  qu'elle  sera  à  la  fin  de  cette 
année. 

Après  2  ans  la  population  sera  donc  : 
après  3  ans ,  elle  sera  : 

pfrPÏ 

et  après  n  années  elle  sera  : 

alors  on  aura  pour  formule  générale, 

Pour  résoudre  le  problème  proposé,   posons  P  =  2p,   et  il 
vient  : 

Log.2  =  n,og.(i±i),    d'où    --^fci,.. 

remplaçons  les  lettres  par  leur  valeur  : 

loe  2 

n  = p'  ~ 

log"W 
Log.  2  =  0,30103 

Log. -}§J-  =  0,003  61 

Le  quotient  de  0,301  03  par  0,003  61  est  83,  plus  une  fraction. 
Ainsi  la  population  sera  doublée  dans  83  ans  environ. 

392.  Applioations.  1°  Trouver  ce  que  devient  une  somme  de  40000  fr. 
placée  à  intérêts  composés,  à  4,5  p.  %>  pendant  12  ans. 

La  formule  (1)  donne  : 

A  =  40000  (1,045)" 
Log.  40000  =  4,60206 
+  12  log.  1045  =  0,22940 

Log.  À  =  4,831  46    d'où    A  =  67835,7 
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2°  Quel  est  le  capital  qui,  placé  à  intérêts  composés,  et  à  5  p.  °/d 
pendant  10  ans,  est  devenu  12  640  fr.? 

La  formule  (2j  donne  : 

_  _12640_ 
°~~  (l,05)io 
Log.  12640  =  4,10175 
Colog.  (1,05)10  =  1,78811 


Log.  A  =  3,88986,    d'où    a  =  7  760  fr. 

3°  Une  somme  de  10000  fr.  placée  à  intérêts  composés  est  devenue 
20360  fr.  après  15  a?is  :  à  quel  taux  a- 1- elle  été  placée .* 

La  formule  (3)  donne  :  

15/20360 


I6« 


10  000        * 


Log.  20360  =  4,30878 
Log.  10000  =  4,00000 


Différence    0,30878 

\ 

Le  jrr  est  0,02058,   correspondant  à  1,049, 

par  excès, 

d'où  r-r  0,049 

et  par  suite  le  taux  est  4  fr.  90. 

48  Une  somme  de  40000  fr.  placée  à  intérêts  composés  à  4,5  p.  %, 
est  devenue  67835  fr.   7  :  pendant   combien  d'années  a- 1- elle  été 
vlacêe  ? 
La  formule  (4)  donne  : 

=  log.  67835,7  — log.  40000 
log.  1,045 
Log.  67835/7  =  4,83146 
Log.  40000    =  4,60206 

Différence    =  0,22940,     qu'il  faut  diviser  par 
0,01912,  log.  ae  1,045.  On  trouve  pour  quotient  12  ans. 

5°  Combien  faut-il  de  temps  pour  qu'une  somme  placée  à  intérêts 
composés  et  à  5  p.  %  soit  doublée  f 

Si  dans  la  formule  (1)  on  fait  A  =  la,   il  vient  : 
2a  =  a(l+r)n    ou    2=(l+r)» 
Log.  2  =n  log.  (1  +r) 
,,  ,  _      log.  2      _  0,301 03 

fl0U  n—  log.  1,05  ~~  0,02119 

En  effectuant  la  division,  on  trouve  un  peu  plus  de  14  ans. 
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6*  Une  somme  de  60000  fr.  a  été  placée  à  intérêts  composés  pendant 
un  certain  temps.  Si  elle  était  restée  pendant  un  an  de  moins,  le  ca- 
pital définitif  eût  été  inférieur  de  3996  fr.  12;  si,  au  contraire,  elle 
était  restée  placée  un  an  de  plus,  le  capital  définitif  eût  été  supérieur 
de  4156  fr.  02.  On  demande  quel  était  le  taux  de  l'intérêt  et  la  durée 
du  placement.  (Donné  à  Clermont-Ferrand,  en  août  1872,  aux  aspi- 
rants au  diplôme  de  fin  d'études.) 

Pour  résoudre  ce  problème,  remarquons  que  la  différence 

4156,02  —  3996,12    ou    159  fr.  9 

provient  uniquement  de  l'intérêt  pour  un  an  de  3996  fr.  12.  On 
obtiendra  donc  le  taux  en  posant  : 

_3_996,12_  _  _100 
159,9     —■    x 

d'où    a;  =  4,001,    soit  4  pour  cent. 

Le  capital  définitif  après  n  années  est    60000(1,04)». 

Après  n —  1  années,  ce  capital  a  pour  expression 

60000(1,04)»-* 

La  différence  entre  ces  deux  capitaux  étant  3996  fr.  12,  on  aura 
l'égalité, 

60000(1,04)»  — 60000(l,04)»-i  =  3996,12  (1) 

or,  60000(1,04)»  est  la  même  chose  que  60000(1,04)»-*  (1,04). 
L'équation  précédente  peut  alors  s'écrire  : 

60  000(l,04)»-i  (1,04)— 60  000(1,04  )»-i  =  3996,12 

Mettons  60000(1,04  )»-1  en  facteur  commun,  il  vient  : 

60  000(1,04  )»-*(l/Vi  — 1)  =  3996,12 

ou  60000(1,04)»-*  x  0,04  =  3996,12 

2400(l,04)»-i  =  3996,12 

Log.  2  400  +  (  n  —  1  )  log.  1 ,04  =  log.  3  996,12 

.       log.  3996.12— log.  2400       ,„ 
d'où  n-i  =  -M lQg  1)Q4ë =  13ans 

et  par  suite  n  =  14  ans 

§  IV.  —  Annuités  et  amortissement. 

393.  Définition.  On  appelle  annuité  la  somme  que  l'on  verse 
chaque  année,  pendant  un  temps  déterminé,  pour  constituer  un 
capital  ou  pour  amortir  une  dette. 

Dans  le  calcul  des  annuités  on  tient  toujours  compte  des  inté- 
rêts composés. 
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Appelons    A    un  capital  emprunté, 

a    l'annuité  à  paver  pour  amortir  ce  capital, 

r     l'intérêt  annuel  de  1  fr. 

n    le  temps. 

Le  capital  A  deviendra  après  n  années  (n°  385) 

A(l+r)" 

La  première  annuité,  payée  à  la  fin  de  la  première  année, 
rapportera  des  intérêts  composés  pendant  n  —  1  années  et  de- 
viendra 

a(l-f  r)»-' 

La  seconde  annuité,  payée  à  la  fin  de  la  deuxième  année,  rap- 
portera des  intérêts  composés  pendant  n —  2  années  et  de- 
viendra 

a(l+r)»-8 

La  troisième  annuité  deviendra  pareillement 

a(i+r)»-8 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  l'annuité  payée  deux  ans  avant  la 
n*m«  aQnée  deviendra 

a(l+r}» 

Celle  qui  est  payée  un  an  avant  la  n*™*  année  deviendra 

a(l+r) 

et  la  dernière  annuité  n'aura  que  sa  valeur  a. 

Mais  alors  la  dette  est  payée;  donc  la  somme  de  toutes  ces  an- 
nuités augmentées  de  leurs  intérêts  composés ,  doit  valoir 

A{l+r)" 

d'où  l'équation 

A(l-fr)-=a-f-a(l+r)+a(l-r-r)»4-a(l-f-r)3+...a(l  +  r)—  « 

Le  second  membre  de  cr-ie  équation  est  la  somme  des  termes 
d'une  progression  géoméln«;'ie  croissante  dont  le  premier  terme 
est  a,  et  la  raison  (1  +  **);  cette  somme  est  égale  à 

et  l'équatior  devient 

A(l+r)«  =  -£[(l+r)"-l] 
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d'où 

Ar(l-f-r) 


(l_[_r)«  —  1 


(l) 


394.  Telle  est  la  formule  de  l'amortissement;  elle  renferme 
quatre  quantités  variables,  A,  a,  r  et  n,  qu'on  peut  isoler  faci- 
lement, excepté  cependant  r,  qui  est  donnée  ordinairement  par 
une  équation  d'un  degré  supérieur  au  second  *. 

Si  l'on  isole  À,  il  vient  : 

r[\+r)»  u 

Si  l'on  isole  n,  on  trouve  successivement  : 

Ar(l-f-r)n=a(i  +  r)"  —  a 

Ar(l+r)"  —  a(l-f  r)"  =  —  a 

(l+r)B(Ar  — a}  =  — a 

(1  +  r)"(a  — Ar)  =  a 

n  log.  (l-{-î')  +  log.  (a  —  Ar)  =  log.  a 

d'où  log.  a  — log.  (a  — Ar)  ,, 

d0U  n~  log.  (1+r)  [S> 

39o.  Dans  toutes  ces  formules,  l'annuité  a  est  évidemment 
supérieure  à  Ar,  intérêt  simple  de  la  somme  empruntée;  il  est 
d'ailleurs  aisé  de  le  démontrer. 

En  effet,  dans  l'équation  ^3)  a  —  Ar  doit  être  positif,  car  les 
nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes  (n°  357);  donc  a  est 
plus  grand  que  Ar,  intérêt  simple  de  A. 


*  Lorsque  r  est  l'inconnue,  on  essaye  successivement  divers  taux,  et  celui 
qui  résout  l'équation  fait  connaître  r. 

Pour  faciliter  ces  essais ,  on  met  généralement  l'équation  61)  sous  la  forme 
a    _       (1-r-r)" 
Ar  (l  +  r)B  — 1 

On  cherche  le  quotient  de  a  par  Ar;  si  ce  quotient  égale  —   .       „ ;  le 

taux  essayé  est  le  taux  demandé  ;  dans  le  cas  contraire,  on  essaye  un  autre  taux. 

Plus  on  approche   du  taux  véritable ,  plus  la  différence  entre  la  valeur  ~^— 

Àr 

(1  +r)B 

et  -  — : r est  faible  ;  si  cette  différence  change  de  signe,  le  taux  cherché  est 

(x  4-  r)n  —  1 

intermédiaire  entre  les  deux  derniers  taux  essayés.  On  obtient  de  cette  manière 
1*  valeur  de  r  avec  telle  approximation  que  l'on  veut. 
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Si  a  =  kr,  la  même  formule  (3)  devient  (n°  356)  : 
log.  o  —  log.  0  _  log.  a— (— oc)  _ 
n~     log.(l  +  r)     -      log.(l+r)      -00 

ce  qui  prouve  que  si  l'aunuité  servie  égale  seulement  l'intérêt 
simple  du  capital,  l'amortissement  est  impossible.  Dans  ce  cas 
la  valeur  de  a  est  ce  qu'on  appelle  une  rente  perpétuelle. 

396.  Constitution  d'un  capital.  —  Supposons  que  l'on  place  au 
commencement  de  chaque  année,  pendant  un  certain  temps,  une 
même  somme  a,  et  proposons- nous  de  calculer  quelle  sera  la 
valeur  du  capital  ainsi  constitué,  à  la  fin  de  la  nèœ*  année. 

Appelons    A  le  capital  cherché, 

a  l'annuité  placée, 

r  l'intérêt  annuel  de  1  fr. 

n  le  temps. 

Entre  le  premier  placement  et  le  jour  où  le  capital  sera  con- 
stitué, il  s'écoulera  n  années. 

Le  premier  placement  a  rapportera  donc  des  intérêts  composés 
jgndant  n  années  et  deviendra  (n°  385) 

a(l-f  r)" 

Le  second  placement  rapportera  des  intérêts  composés  pen- 
dant n  —  1  années  et  deviendra 

o(l  +  r)"-  * 

Le  troisième  placement  deviendra  pareillement 

a(l-f-r)»-» 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  l'avant-dernier  placement  de- 
viendra 

•(1+ff 

et  le  dernier,  un  an  avant  le  règlement, 
o(l  +  r) 

Le  capital  ainsi  constitué  sera  donc  : 

A  =  a(l+r)"+a;i+r)»-1+a(l  +  r)»-,...a(l  +  r;,+  û[l-fr) 

ou         A  =  a[(l+r)  +  (l+r;'-f  (1  +  rf...(l  +  r)»] 

La  partie  comprise  entre  les  crochets  est  la  somme  des  termes 
d'une  progression  géométrique  croissante  de  n  termes  dont  la 
raison  est  i-{-r,  ainsi  que  le  premier  terme.  Cette  somuit  est 
donc  (n°  335): 


ou 
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q(l+r)f(l+r)»-l1    ' 
A~  ï+r—  1 

4_a(|  +  r;[(l+r)--l]  ... 


397.  Cette  formule  générale  renferme  quatre  quantités  va- 
riables, A ,  a,  r  et  n,  qu'on  peut  isoler  facilement,  excepté  ce- 
pendant r,  qui  est  donnée  ordinairement  par  une  équation  d'un 
degré  supérieur  au  second  *. 

Si  l'on  isole  a,  il  vient  : 

Â.V 

a  =  (l+r)[Tl+r)»  — 1]  Œ 

Si  l'on  isole  n,  on  trouve  successivement  : 

Ar  =  a(l  +  r)(l  +  r)"  —  a(l+r) 
Ar  +  a(l+r)=a(l+r)(l  +  r)« 

a(l  +  r)       -^T-rl 

nlog.  (1-f  r)  =  log.  [Ar  +  a(l+r)]—  log.a(l-f-r) 

log.  [Ar +  p(l  -f-r)]  —  log.  a(l  +  r)  ,RÏ 

d'OU  »l  = *■ 1 n — r — \ fi) 

log.  (1  -f-  r  )  k  * 

398.  Si  le  capital  ne  devait  être  constitué  que  m  années  après 
le  nème  et  dernier  versement,  on  raisonnerait  comme  il  suit  : 

La  dernière  annuité  payée  rapporterait  pendant  m  années  et 
deviendrait 

a(l_j-r)w 

l'avant -dernière  deviendrait 

a(4-f  *■)*+« 
la  deuxième  avant  la  dernière 

et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  la  première  annuité  devien- 
drait 

a(l_|_r)m  +  (n-l) 


*  Lorsque  l'inconnue  est  r,  on  fait  des  essais  successifs ,  comme  il  s  été  dit 
au  renvoi  de  la  page  191.  On  facilite  ces  essais  en  mettant  l'équation  (i)  soua 
la  forme 

,,A1    .  +l  =  (l+r)" 
a(l  +r) 

7* 
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d'où  en  faisant  la  somme 

A  =  a[l-(-r)'»  +  all+r)"+,  +  a(l  +  r)"+,...a(l+r)"+"-1 

Le  second  membre  est  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique  croissante  dont  la  raison  est  \-\-r  et  le  nombre 
des  termes  n;  donc  (n°  3^\  : 

A=a(i+rrr(i+rr-ii  m 

399.  Remarque.  Constituer  un  capital  m  années  après  le  nèm* 
et  le  dernier  versement,  c'est  la  même  chose  que  le  constituer 
m-\-[n  —  1)  années  après  le  premier  versement. 

400.  Application*.  1°  Une  commune  emprunte  50000  fr.  au  taux  de 
4  p.  %  et  veut  amortir  cette  dette  en  20  ans  :  quelle  annuité  doit-elle 
payer? 

La  formule  (1)  donne  : 

_   50000  X  0,04(1,04)'» 
(1,04)20  —  1 

)n  a  d'abord  pour  le  numérateur  : 

Log.  50000  =  4,69897 

Log.  0,04    =2,60206 

20  log.  1,04    =0,34067 


Log.  du  numérateur  3,64170 

Pour  le  dénominateur,  on  a  : 

20  log.  1,04  =  0,34067,    d'où    (1,04)"  =  2,1911 
et  par  suite  la  valeur  de  (1,04)20  —  1   est.    .    .    .    1,1911 
Log.  1,1911  =  0,07595 
Retranchons  ce  logarithme  de  celui  du  numérateur, 
Log.  a  =  3,56575 
d'où  a  =  3679fr.  25  c. 

2*  Une  commune  qui  peut  disposer  pendant  24  ans  d'une  somme 
de  8000  fr.,  demande  quel  capital  elle  doit  emprunter  à  5  p.  %  pour 
que  ce  capital  soit  amorti  au  bout  de  24  ans. 

La  formule  (2)  donne  : 

A  _  8000[(l,0o)s*  —  1] 
0,05(1,05)2* 
En  effectuant  les  calculs,  on  trouve    A  =  110387  fr. 

3*  Un  père  de   amille  place  chaque  année,  depuis  la  naissance  d* 
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son  fils,  une  somme  de  200  fr.,  à  intérêts  composés  et  à  4  p.  °/0  :  que 
recevra  le  fils  à  l'âge  de  21  ans? 

Il  y  a  en  tout  21  placements,  car  le  premier  s'est  fait  le  jour  de  la 
naissance  du  fils,  le  deuxième  au  commencement  <le  la  seconde  année.,., 
le  vingt  et  unième  au  commencement  de  la  vingt  et  unième  année. 

La  formule  (4)  donne  : 

A=200xl,04(yi-1)     ou 

4r  Un  fermier  a  placé  chaque  année,  pendant  15  ans,  une  somme 
de  500  fr.  au  taux  de  4  p.  %  :  quel  capital  aura-t-il  5  années  après  le 
dernier  versement  .* 

Ici  m  =  5,  n  =  15  et  la  formule  (7)  devient  : 

A  =.-^-(1,04)5 [(1,04)15— l]    ou     12181  fr.  5 


CINQUIÈME  PARTIE 


§  I.  —  Notions  sur  la  Caisse  d'épargne. 

401.  La  caisse  d'épargne  est  une  institution  qui  a  pour  but  de 
recueillir  les  petites  économies  et  de  les  faire  fructifier.; 

La  première  caisse  d'épargne  a  été  fondée  en  1818. 

D'après  les  statuts  de  la  caisse,  aucun  versement  ne  peut  être 
inférieur  à  1  fr. ,  ni  comprendre  des  fractions  de  franc. 

On  ne  peut  faire  plus  d'un  versement  par  semaine  ;  les  ver- 
sements se  font  le  dimanche. 

L'avoir  total  d'un  déposant  ne  peut  dépasser  2  000  fr.  Sont 
exceptés  de  cette  disposition,  les  versements  faits  par  les  so- 
ciétés de  secours  mutuels. 

Dés  que  les  versements  successifs  d'un  déposant,  augmentés 
de  leurs  intérêts  ,  deviennent  supérieurs  à  cette  somme,  l'admi- 
nistration de  la  caisse  d'épargne  lui  achète  d'office  et  sans  frais 
20  fr.  de  rente.  Elle  attend  cependant  trois  mois  pour  faire  cet 
achat,  afin  de  donner  au  déposant  le  temps  de  retirer  ses  fonds, 
s'il  le  désire;  les  intérêts  de  la  somme  diminuée  de  ces  cen- 
times continuent  à  courir  jusqu'au  jour  de  l'achat  de  la  rente. 

Un  livret  est  remis  gratuitement  à  chaque  nouveau  déposant; 
on  y  inscrit  les  versements  et  les  remboursements  à  mesure 
qu'ils  sont  effectués. 

402.  Toute  somme  versée  porte  intérêt  à  partir  du  dimanche 
qui  suit  le  versement.  Les  intérêts  se  règlent  à  la  fin  de  dé- 
cembre et  s'ajoutent  au  capital  pour  porter  intérêt  l'année  sui- 
vante ;  cependant  les  centimes  qui  accompagnent  le  nombre 
exact  de  francs  du  capital  ainsi  augmenté  ne  produisent  rien. 

Le  déposant  peut  retirer  son  avoir,  en  tout  ou  en  partie, 
pourvu  qu'il  ait  soin  de  prévenir  huit  jours  à  l'avance;  la  somme 
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retirée  cesse  de  porter  intérêt  le  dimanche  où  se  fait  la  demande 
de  remboursement. 

403.  Remarque.  Dans  les  exercices  qui  suivent,  on  suppose 
que  le  taux  est  3  fr.  50  p.  %,  et  que  l'année  a  exactement  52  se- 
maines. 

I.  Que  deviendra  à  la  fin  de  décembre  une  somme  de  150  fr. 
placée  à  la  caisse  d'épargne  six  semaines  après  le  commence- 
ment de  l'année? 

52  —  6  =  46  semaines 

L'intérêt  ne  commençant  à  compter  que  le  dimanche  qui  suit 
le  dépôt,  les  150  fr.  ne  produiront  donc  que  pendant  45  se- 
maines. 

100  fr.  rapporteront  3,5  en  52  semaines,  1  fr.  rapportera  en 

0,035 

une  semaine  — Vû> — 

et  150  fr.  rapporteront  en  45  semaines 

0,035X150X45        QU    i{TU 
o2 

II.  Un  ouvrier  verse  chaque  semaine  5  fr.  à  la  caisse  d'é- 
pargne :  on  demande  quel  sera  son  avoir  à  la  fin  de  l'annéef 

,  .             5x0,035x51 
Le  premier  versement  produira       %â 

.              ,                  .                        5x0,035x50 
Le  second  «  -^ 


Le  troisième 


5x0,035x49 
52 


Le  cinquante  et  unième  5x0,035x1 

Le  dernier  ne  produira  rien. 

5x0  OSt 
Mettons  en  facteur  commun   —       '        ,  la  somme  des  in- 
térêts des  51  premiers  versements  sera 

5XM35  (1  +  2  +  3  +  4 +  50  +  51) 

La  partie  entre  parenthèses  est  la  somme  des  termes  d'une 
progression  arithmétique;  cette  somme  égale  (n°  320)  : 


(514-1:51  aa^K4 

-* h* ou    26  X  51 


198 
Ainsi  les  intérêts  seront 


-,  soit  4  fr.46, 
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5x0,035x26x51 
52 

le  capital  versé  étant    52  X  5    ou    260  fr. 
l'avoir  total  du  déposant  sera,  à  la  fin  de  décembre  :  264  fr.  46. 

404.  Remarque.  Pour  faciliter  les  calculs,  les  employés  de  la 
caisse  appellent  intérêts  anticipés  le*  intérêts  que  produit  une 
somme  à  partir  du  dimanche  qui  suit  le  dépôt  jusqu'à  la  fin  de 
l'année,  et  intérêts  rétrogrades,  ceux  qu'une  soin  nie  retirée 
aurait  produits  à  partir  du  dimanche  où  se  fait  la  demande  jus- 
qu'à la  fin  de  l'année.  De  cette  manière,  un  compte  peut  être 
très  facilement  réglé. 

îOd.  1er  Exemple. 
Le  1er  dimanche  de  l'année  un  ouvrier  dépose  100  fr.  à  la  caisse, 


le     5e 

c 

il  dépose  encore 

100  fr. 

le    7« 

« 

il  demande  à  retirer 

50  fr. 

le  21* 

« 

il  dépose 

80  fr. 

le  30e 

«c 

il  demande  à  retirer 

120  fr. 

le  36° 

K 

il  dépose 

100  fr. 

le  40e 

« 

il  demande  à  retirer 

60  fr. 

le  47e 

« 

il  dépose 

200  fr. 

Quel  sera  S07i  avoir  à  la  fin  de  l'année? 

Le  tableau  suivant  donne  la  disposition  des  calculs. 


] 

DATES 

Sommes 

Semai  Des 

Intérêts 

Sommes 

Semaines 

intérêts' 

m  sta 

à  coopter 

anticipes 

retirées 

à  déduire 

rétrogrades 

l6r  dimanche 

100 

51 

3.43 

5« 

100 

47 

3,16 

7« 

50 

46 

1,55 

21e 

80 

31 

1,67 

30° 

120 

23 

2,67 

36e 

100 

16 

1,08 

40e 

i    60 

13 

0,52 

47* 

200 

5 

0,67 

580 

10,01 

230 

4,74 

230 

Somm 

4,74 

ntérêts.  j 

35" 

5.27 

5,27 
e  due  au 

Différence  des 
déposant. 

355,27 

T*   PABTU 


19^ 


406.  2e  Exemple.  Supposons  que  le  même  ouvrier  laisse  les 
355  fr.  27,  et  que  : 

le    6e,  dimanche  de  l'année  suivante  il  dépose  250  fr. 
le  21e        «  il  dépose  150  fr. 

le  25e        «  i7  demande  à  retirer  100  /r\ 

et  qu'il  règle  son  compte  21  semaines  avant  la  fin  de  l'année. 
Trouver  ce  qui  lui  revient. 


DATES 


6e  dimanche 
21* 

25* 


Semaines 
à  compter 


355,27 

250 

150 


755,27 


46 
31 


Intérêts 


52     |  12,43 


retirées 


7,74 
3,13  I 


100 


23,30   i   100 


Semaines 
à  déduire 


28 


Intérêts 
rétrogrades 


1,88 


1,88 


Pour  régler  le  compte  21  semaines  avant  la  fin  de  l'année,  ii 
faut  remarquer  que  les  sommes  versées  par  le  déposant,  aug- 
mentées de  leurs  intérêts  anticipés,  égalent  les  sommes  retirées, 
augmentées  de  leurs  intérêts  rétrogrades. 

En  appelant  x  la  somme  à  donner  pour  solder  le  compte,  et 
xx  0,035x21 


52 


ses  intérêts  rétrogrades,  on  aura 


755,27 +  23,30  =  100 +  1,88  + a? +-^^i?^^l?i 

En  résolvant  l'équation ,  on  trouve 
0?=:  667  fr.  25 


407.  3e  Exemple.  Le  compte  d'un  déposant  se  monte,  à  la  fin 
\e  décembre,  à  2  025  fr.  35  ;  ce  déposant  laisse  écouler  3  mois 
ans  retirer  son  dépôt;  alors  V administration  de  la  caisse  lui 
chète  20  fr.  de  rente  3  p.  0/0  au  cours  de  81  fr.  60.  Quel  sera 
'avoir  du  déposant  après  cette  opération? 
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Le  déposant  a '2025  fr.  35 

l'intérêt  de  2  025    fr.  pendant  3  mois  ou   13   se- 

x  9  k       n/       i    2  025x0,035x13       _.        „  -    7„-, 
marnes  à  3,5  p.  °/o  es* ^s s  ou        *7  fr-  '- 


Total.    .    .    .    2  043  fr.  07 
20  fr.  de  rente  3  p.  0/0?  au  cours  de  81  fr.  60, 
valent 544  fr. 


Reste  dû  au  déposant.     ...    1  499  fr.  07 


408.  4e  Exemple.  Un  élève  qui  a  obtenu  le  premier  prix  à  un 
concours,  reçoit  un  livret  de  caisse  d'épargne  de  la  valeur  de 
500  fr.  Cette  somme  doit  porter  intérêt  à  partir  de  la  22e  se- 
rnaine  de  l'année  1881  :  quel  sera  l'avoir  du  lauréat  au  31  de 
cembre  1889,  époque  où  il  aura  21  ans? 

52  —  22  =  30  semaines 

0,035x500x30    =10frl0 
52 

au  31  décembre  1881  l'avoir  sera  510  fr.  10. 

Du  31  décembre  1881  au  31  décembre  1889  il  y  a  8  ans. 

510, 10  X  (1,035  )8  =  671  fr.  70 

A  21  ans,  l'avoir  du  lauréat  sera  671  fr.  70. 


se- 

ié- 


Remarque.  Ce  résultat  est  un  peu  trop  fort;  car  (n°  402)  les i 
intérêts  se  règlent  chaque  année  au  31  décembre,  et  les  cen- 
times qui  accompagnent  le?  francs  ne  rapportent  pas  d'intérêt. 


§  II.--  Notions  sommaires  sur  l'organisation  et  les 

principales  opérations 

des  grands  établissements  de  crédit. 

409.  Les  établissements  de  crédit  ont  été  créés  pour  servir 
d'intermédiaires  entre  les  capitalistes  qui  veulent  prêter  leui 
argent  et  les  emprunteurs  qui  ont  besoin  de  fonds. 

Lorsqu'un  établissement  de  crédit  se  fonde,  il  fait  appel  ai 
capitaux.  A  cet  effet,  il  émet  des  actions  de  500  fr.  ou  de  1 000  fr. 
pour  lesquelles  il  promet  un  intérêt  fixe  et  un  bénéfice  éventue  | 
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basé  chaque  année  sur  les  gains  réalisés.  L'emprunteur  s'adresse 
directement  à  un  de  ces  établissements ,  qui  lui  prête  à  un  taux 
convenable  et  sur  des  garanties  suffisantes. 

Si  les  garanties  offertes  par  l'emprunteur  reposent  sur  le  sol, 
le  crédit  est  foncier;  si  elles  reposent  sur  des  biens  meubles, 
le  crédit  est  mobilier;  si  elles  sent  fondées  sur  des  marchandises, 
le  crédit  est  commercial,  etc. 

4i0.  Les  principaux  établissements  de  crédit  sont  la  Banque 
de  France  *  et  le  Crédit  foncier. 

Crédit  foncier. 

411.  Le  Crédit  foncier  a  été  fondé  en  1852  pour  une  durée  de 
99  ans.  Son  capital  annuel  est  de  90  millions,  formé  par  180000 
actions  de  500  fr.,  dont  la  moitié  seulement  a  été  versée. 

Le  but  de  cette  institution  est  de  prêter  aux  propriétaires 
d'immeubles.  Les  prêts  ne  sont  faits  que  sur  première  hypo- 
thèque et  ne  peuvent  dépasser  la  moitié  de  la  valeur  de  l'im- 
meuble hypothéqué,  et  sont  limités  au  tiers  sur  les  vignes  et 
bois. 

Les  prêts  sont  de  deux  sortes  :  les  uns  sont  à  courte  échéance 
et  remboursables  en  capital,  sans  amortissement;  les  autres 
sont  à  long  terme,  remboursables  par  annuités,  dans  un  délai 
de  10  ans  au  moins  et  de  75  ans  au  plus. 

Les  prêts  sont  faits  en  espèces. 

Ces  obligations  sont  de  deux  sortes  :  les  unes ,  à  court 
terme,  à  échéance  déterminée  ;  les  autres,  à  long  terme,  et  se 
remboursant  par  voie  de  tirage  au  sort,  avec  lots  ou  sans 
lots. 

Ces  dernières  obligations  sont ,  en  effet ,  de  trois  espèces  diffé- 
rentes : 

1°  Obligations  remboursables  à  500  fr.,  rapportant  25  fr.,  sans 
lots; 

2°  Obligations  remboursables  à  500  fr.,  rapportant  20  fr.,  avec 
lots; 

3°  Obligations  remboursables  à  500  fr.,  rapportant  15  fr.,  avec 
lots. 

Il  y  a  aussi  des  obligations  communales  et  départementales 

*  Ce  qui  a  rapport  s  '.&  Banque  de  France  m  trouTe  dans  l'Arithmétique, 


ELEMENTS    D  ALGBBhfi 

qui  représentent  les  emprunts  contractés  par  les  communes  ou 
par  les  départements. 

Pour  les  prêts  à  long  terme,  l'annuité  à  payer  par  l'emprun- 
teur se  compose  : 

1°  De  l'intérêt  des  sommes  empruntées  dont  le  taux  est  fixé 
par  le  conseil; 

2°  De  l'annuité  nécessaire  pour  amortir  au  temps  fixé  le  ca- 
pital emprunté; 

3°  D'une  commission  qui  ne  peut  excéder  0  fr.  60  par  100  fr. 

Ces  annuités  sont  payables  par  semestres.  On  fait  leur  somme 
et  l'on  complète  les  centimes. 

412.  LiLératîcn  anticipée.  L'emprunteur  qui  se  libère  par  an- 
ticipation peut  donner  à  cet  effet,  soit  des  espèces,  soit  des 
obligations  que  le  crédit  reprend  au  pair,  quel  que  soit  leui 
cours;  seulement,  dans  ce  cas,  la  société  du  Crédit  prélève  pour 
frais  d'administration  un  droit  qui  ne  peut  dépasser  3  p.  ft/0  de 
la  somme  payée  par  anticipation. 

Dans  les  problèmes  qui  suivent,  le  taux  de  l'intérêt  est  sup- 
pose àa.  4  V*  p.  %. 

413.  Problème  I.  Un  propriétaire  emprunte  60  000  fr.  pour  50  ans  : 
qu'aura-  t-il  à  payer  par  semestre? 

Pour  100  fr.  d'emprunt,  l'annuité  se  compose  : 

1»  Des  intérêts,  4  »/*  P-  % .•        4  fr.  25 

2°  De  l'amortissement   pour    fO  ans  (voir   le   ta- 
bleau page  315) Ofr.  50122 

3°  Des  frais  d'administration 0  fr.  60 

Total.     ...        5  fr.  441  22 

Et  en  complétant  les  centime  j 5  fr.  45 

Pour  un  emprunt  de  60000  fr.,  ou  600  fois  100  fr.,  l'annuité  sera  : 
600  x  5,45  =  3270 
goit  1 635  fr.  par  semestre. 

Problème  il.  Un  cultivateur  qui  a  besoin  de  40000  fr.  s'adresse  ai 
Crédit   foncier,   dont   les   obligations   de   500   fr.   soni    au   cours   de 
.,  il  demain  le  :  1    quelle  somme  il  devra  empruntée;  2°  quelle 
annuité  il  devra  servir  pour  éteindre  sa  dette  en  35  ansi 
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OOfX 
495 


!•  Le  nombre  des  obligations  à  prendra  sera  -jg„—  ou  81,  pour 


lesquelles  il  devra  au  crédit    81  x  500  =  40500  fr.  : 
2°  Pour  100  fr.  d'emprunt  l'annuité  se  composera  : 

1»  Des  intérêts,  4  Vi  p.  °/o 4  fr.  25 

2°  De  l'amortissement  pour  35  ans  (voir  le  ta- 
bleau page  315) 1  fr.  265796 

3°  Des  frais  d'administration 0  fr.  60 

Total.    ...        6  fr.  12 

Pour  un  emprunt  de  40500  fr..  l'annuité  sera  405  fois  plus  forte, 
ou    405  x  6,12  =  2478  fr.  60,    et  par  semestre,  1 239  fr.  30. 

Problème  m.  Un  cultivateur  qui  paye  au  Crédit  foncier  653  fr. 
par  semestre  n'aura  acquitté  sa  dette  qu'après  30  ans,  quelle  sorame 
avait -il  emprunté  f 

Pour  100  fr.  d'emprunt,  l'annuité  se  composerait  : 

1»  Des  intérêts,  4  Vt  P- % 4  fr.  25 

2°  De  l'amortissement  pour  30  ans  (voir   le  ta- 
bleau page  315) 1  fr.  679036 

3e  Des  frais  d'administration 0  fr.  60 

Total.    ...       6fr.  53 

Et  par  semestre 3  fr.  265 

Autant  de  fois  cette  somme  sera  contenue  dans  653  fr.,  autant  de 
fois  le  cultivateur  aura  emprunté  100  fr. 

-^jgg-  X  100  =  20000  fr. 

Problème  IV.  Un  particulier  qui  a  emprunté  36000  fr.  pour  50  ans 
veut  se  Libérer  après  avoir  payé  30  annuités.  On  demande  :  i°  la 
tomme  qu'il  devra  payer  ;  2°  le  bénéfice  qu'il  réalisera  si,  au  lieu  de 
payer  en  argent,  il  se  libère  au  moyen  d'obligations  de  1000  fr.  au 
cours  de  990. 

1«  L'amortissement  pour  50  ans  étant  (voir  le  tableau  page  315), 
0,591  220,  ou,  en  complétant  les  centimes,  0  fr.  60. 

Au  bout  de  30  ans,  cette  annuité  produira  un  capital  représenté  par 

0,60  rr,       r\«o        -i 

~~2~  U  2)     ~ *]  0,60[ (1,021 25)6°  —  l] 


OU    - 

0,0425 
2 


«oit  35  fr.  72851. 
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Sur  100  fr.  il  resterait  encore  dû  : 

100—35,72851 
c'est-à-dire 64  fr.  271  49 

à  cette  somme  ajoutons  3  p.  °/e  de  commission  (n*  411  ).       1  fr.  928 14 


sur  100  fr.  la  somme  à  payer  serait  donc 66  fr.  19963 

e\  sur  36  000  fr.  cette  somme  sera  23  831  fr.  85. 
Ainsi  l'emprunteur  devra  verser,  pour  se  libérer,  23  831  fr.  85. 

2»  S'il  désire  acquitter  sa  dette  en  obligations  du  Crédit  au  cours 

de  990,  lesquelles  lui  seront  reprises  au  pair,  c'est-à-dire  à  1  OW)  fr., 

il   devra    acheter    à    la    Bourse    un    nombre    d'obligations    marque 

23  831  8t 
par  - — T-ffl — j  soit  23  obligations  8  dixièmes,  et  ajouter  encore  en 

argent  31  fr.  85. 

Or  une  obligation  lui  coûtera 990  fr. 

plus  t/8  pour  courtage 1  fr.  24 


Total  pour  une  obligation.    .    .    .        991  fr.  24 

Les  23,8  obligations  lui  coûteront  donc 

991,24x23,8    ou    23,596  fr.  56 

Et  il  déboursera  en  tout  :  23596  fr.  56  +  31  fr.  85,  soit  23628  fr.  41, 
au  lieu  de  23  831  fr.  85. 

Par    cette    combinaison,    l'emprunteur  réalisera  un   bénéfice   de 
203  fr.  44. 


§  III.  —  Des  probabilités. 


414.  Définition.  On  entend  par  probabilité  d'un  événement 
le  rapport  du  nombre  des  chances  favorables  à  cet  événement 
au  nombre  total  des  chances. 

Dans  un  jeu  de  32  cartes,  si  l'on  en  tire  une  au  hasard,  la  pro- 

/  1 

habilité  d'amener  un  roi  est  -q^-  ou  —,  car  il  y  a  4  cas  favo- 
rables sur  32  cas  possibles. 

De  même,  si  l'on  tire  au  hasard  un  des  90  numéros  d'un  jeu 


18 
de  loto,  la  probabilité  d'extraire  un  multiple  de  5  est   -grj- 

ou   -g-. 
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415.  La  probabilité  mathématique  est  donc  une  fraction  qui  dif- 
i  fère  d'autant  moins  de  l'unité  que  les  chances  favorables  sont  plus 
!  nombreuses,  comparées  aux  chances  possibles. 

Si  toutes  les  chances  étaient  favorables ,  il  n'y  aurait  plus  pro- 
babilité, mais  certitude. 

Voici  quelques  principes  relatifs  aux  probabilités  *. 

416.  1er  Principe.  La  somme  des  probabilités  de  tous  les  évé- 
nements possibles  est  toujours  égale  à  1. 

Si  l'on  a  dans  une  urne  5  boules  blanches,  7  rouges  et  8  noires, 

et  qu'on  en  tire  une ,   la    probabilité   d'amener  une  blanche 

5  7 

est  -^y- ,  celle  d'amener  une  rouge  est  -~r- ,  celle  d'amener  une 

noire  est  -^rr, 

417.  Conséquence.  La  somme  des  probabilités  de  deux  évé- 
nements contraires  est  toujours  égale  à  1. 

Dans  une  urne  il  y  a  12  numéros,  dont  5  seulement  donnent 

droit  à  un  lot;-  la  probabilité  d'extraire  un  numéro  gagnant 

5  7 

est  -r^-j  et  celle  d'extraire  un  numéro  perdant  est  -r^-.  La 

5  7 

somme  de  ces  probabilités  contraires  est  -jô-  +  -js-  ou  1. 

Ainsi,  dès  qu'on  connaî*  la  probabilité  d'un  événement,  on 
obtiendra  la  probabilité  de  l'événement  contraire  en  retranchant 
la  première  de  1. 

418.  2e  Principe.  La  probabilité  générale  d'un  ensemble 
d'événements  indépendants  les  uns  des  autres  est  égale  au 
produit  des  probabilités  particulières. 

5  3 

1°  Soient  -,q-  et  -g-  les  probabilités  particulières   de  deux 

événements  dont  le  concours  doit  amener  un  résultat  demandé, 
5  et  3  étant  des  cas  favorables,  12  et  8  des  cas  possibles. 
Chacun  des  5  cas  favorables  au  premier  événement  pourra  cor- 


*  D'après  le  programme  officiel,  coa  principes  pourront  être  admis  sans  dé» 
monstraclon. 
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respondre  à  l'un  quelconque  de3  3  cas  favorables  au  second, 
ce  qui  fait  en  tout  5x3,  ou  15  cas  favorables  au  résultat 
attendu. 

D'autre  part,  chacun  des  12  cas  possibles,  dans  le  premier 
événement,  pourra  correspondre  à  un  quelconque  des  8  cas  pos- 
sibles dans  le  second,  ce  qui  fait  en  tout  12x8  ou  96  cas  pos- 
sibles. 

*>  >£  3 

La  probabilité  sera  donc  (n°  414)  -,,7      .■■ 

•  3     5       7 
2°  Si  j  ,  -»  et  -g-  étaient  les  probabilités  particulières  de  trois 

événements  dont  le  concours  doit  amener  un  résultat  demandé, 
on  chercherait  d'abord  les  probabilités  favorables  à  ce  résultat 

3  5 

pour    les    probabilités   particulières  -r  et   •„-,    et  l'on  trouve- 

3x5 
rait  ,  ;  puis,  en  combinant  cette  probabilité,  qu'on  pour- 

7 
rait  regarder  comme  simple,  avec  la  probabilité  4-,  on  obtien- 

3x5x7 
drait,  en  raisonnant  comme  ci-dessus ,   ,      fi— -g-  pour  la  proba- 
bilité demandée. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  quatre,  cinq,  etc. 
probabilités  particulières. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  probabilité  générale  est  le  produit 
des  probabilités  particulières. 

Les  tables  de  mortalité  fournissent  le  moyen  de  faire  diverses 
applications  très  intéressantes  du  calcul  des  probabilités. 

419.  Table  de  mortalité.  Une  table  de  mortalité  est  un  docu- 
ment qu«i  donne  le  nombre  des  survivants,  à  un  âge  donné,  sur 
tin  nombre  déterminé  d'enfants  nés  en  même  temps. 

En  France,  on  fait  usage  des  tables  de  Duvillard  et  de  Dépar- 
cieux.  La  première,  qui  date  de  18l)6,  suppose  1000000  d'en- 
fants nés  la  même  année,  et  donne  une  mortalité  trop  rapide. 
La  seconde,  calculée  depuis  1746,  pour  des  têtes  choisies,  ne 
suppose  que  1  286  enfants  nés  en  même  temps  et  bien  consti- 
tués; elle  donne  une  mortalité  trop  lente.  (Ces  tables  se  trouvent 
à  la  fin  du  volume,  pages  316  et  317.) 

Les  compagnies  d'assurances  se  servent  de  la  table  de  Du^  il- 
lard pour  calculer  les  sommes  payables  après  décès,  et  de  celle 
de  Déparcieui  pour  les  rentes  viagères.  On  voit  que  les  compa- 
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gnies  font  usage,  dans  chaque  cas,  des  tables  qui  leur  sont  les 
plus  avantageuses. 

420.  Durée  de  la  vie  probable.  La  vie  probable  d'une  personne 
d'un  âge  donné  est  égale  aux  années  qui  doivent  s'écouler  pour 
que  le  nombre  des  vivants  de  cet  âge  soit  réduit  à  sa  moitié 

421.  Chance  d'atteindre  un  âge  donné.    La  probabilité  qu'une 

personne  d'un  âge  donné  a  d'atteindre  un  autre  âge,  est  le  rap- 
port qui  existe  entre  le  nombre  des  vivants  du  second  âge  et  le 
nombre  des  vivants  du  premier. 

422.  Problème  i.  Sur  54  285  enfants  nés  à  Paris  en  1866,  combien, 
d'après  la  table  de  Déparcieux ,  parviendront  à  l'âge  de  40  ansf 

On  voit  dans  la  table  que  sur  1  286  enfants  nés  la  même  année, 
657  seulement  arrivent  à  40  ans;  on  fera  donc  la  proportion  : 

J^S6  =  54  285  ^    d,QÙ    x  =  27  734 ,  à  une  unité  près. 

Problème  il.  Il  est  né,  dans  le  déparlement  du  Nord,  en  1864, 
45  708  enfants;  on  demande  quel  sera,  d'après  la  table  de  Dépar- 
cieux, l'âge  des  survivants,  lorsque  ce  nombre  se  trouvera  réduit 
à  20  000. 

On  écrira  la  proportion  : 

45  708  =  J_286      d,QÙ    ^  =  563    à  une  unité  prèg< 
20000  x  r 

En  regardant  la  table,  on  voit  que  le  nombre  563  correspond  à  un 
âge  compris  entre  51  et  52  ans. 

Problème  m.  Sur  300000  jeunes  gens  qui,  chaque  année ,  sont 
soumis  à  la  conscription  (20  ans),  combien  y  en  a-t-il,  d'après  la 
table  de  Duvillard ,  qui  ont  la  chance  d'atteindre  70  ans  f 

On  voit  dans  la  table  que  sur  502  216  personnes  âgées  de  20  ans, 
117  656  seulement  parviennent  à  l'âge  de  70  ans. 

On  posera  donc  la  proportion  : 

502216       JM000  œ  =  70280 

117  60b  x 

Problème  IV.  D'après  la  table  de  Déparcieux,  à  quel  âge  le  nombre 
des  vivants  est-il  réduit  au  tiers  de  ce  qu'il  était  à  40  ans  ? 

On  voit  dans  la  table  qu'à  40  ans,  le  nombre  des  vivants  est  657, 
dont  le  tiers  est  219;  en  cherchant  dans  la  table,  on  trouve  que  219 
est  compris  entre  231  et  211,  correspondant  à  74  et  75  ans  C'est  donc 
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entre  74  et  75  ans  que  le  nombre  des  personnes  vivantes  à  40  ans  est 
réduit  au  tiers. 

Problème  V.  Quelle  est  la  vie  probable  d'une  personne  âgée  de 
16  ans* 

On  voit,  dans  la  table  de  Déparcieux,  qu'à  16  ans  le  nombre  des 
vivants  est  842,  dont  la  moitié,  421,  tombe  entre  63  et  64  ans,  et 
très  près  de  63. 

Ainsi,  à  63  ans,  la  moitié  des  personnes  qui  vivaient  à  16  ans 
n'existent  plus.  Une  personne  de  16  ans  a  donc  autant  à  espérer  de 
se  trouver  à  63  ans  parmi  les  vivants,  qu'à  craindre  d'être  comptée 
au  nombre  des  morts. 

La  vie  probable  à  16  ans  sera  donc  63  — 16,  ou  47  ans. 

La  formule  empirique 

y  =  89— £ 

dans  laquelle  y  représente  la  vie  probable  et  a  l'âge  actuel,  donne  avec 
une  approximation  suffisante  la  vie  probable  pour  tout  âge  compris 
entre  6  et  64  ans. 

Cette  formule,  appliquée  au  problème  précédent,  donne: 
y  =  59  —  3  * 16  ,    ou    47  ans. 

Problème  VI.  Quelle  probabilité  une  personne  de  30  ans  a-t-elle 
d'arriver  à  l'âge  de  50  ans  f 

D'après  la  table  de  Déparcieux,  le  nombre  des  vivants  à  30  ans 
est  734  ;  le  nombre  des  vivants  20  ans  plus  tard,  c'est-à-dire  à  50  ans, 
6st  581  ;  la  probabilité  est  donc  : 

581  5 

Problème  Vil.  Un  propriétaire  âgé  de  45  ans  prend  un  fermier  de 
80  an»  :  quelle  probabilité  y  a-t-il  qu'ils  seront  l'un  et  l'autre  vivants 
dans  20  ayisf 

D'après  la  table  de  Déparcieux , 
à  45  ans ,  le  nombre  des  vivants  est  de.    .    .    .        622 
a  45  +  20,  ou  à  65  ans        «      il  est  de.    ...        395 

305 
La  probabilité  qu'a  le  propriétaire  de  vivre  dans  20  ans  est  -^-  ; 

à  30  ans,  le  nombre  des  vivants  est  de.    .    .    .        734 

à  30  +  20 ,  ou  à  50  ans        «      il  est  de.    ...       581 

581 
La  probabilité  qu'a  le  fermier  d'être  vivant  dans  20  ans  est  -=^~-  . 
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La  probabilité  générale  étant  égale  au  produit  des  probabilités  par- 
ticulières (n°  418,  2°),  on  aura,  pour  la  probabilité  demandée, 
395x581  1 

622  X  734  '     0U     2-enVir0D 

Problème  VIII.  Un  particulier  a  54  ans,  son  frère  en  a  42  :  quelle 
probabilité  y  a-t-il  que  le  plus  jeune,  parvenu  à  62  ans,  n'ait  plus 
son  frère? 

De  42  ans  pour  aller  à  62  ans  il  y  a  20  ans. 

D'après  la  table  de  Déparcieux, 

à  54  ans,  le  nombre  des  vivants  est  de.    .    .    .       538 

à  54  +  20  ans ,  ou  à  74  ans ,  il  est  de 231 

231 

La  probabilité  que  le  frère  aîné  a  d'être  vivant  dans  20  ans  est  -=£$?  ; 

42  ans  le  nombre  des  vivants  est  de  .    .    .    .       643 
à  42  +  20  ans ,  ou  à  62  ans ,  il  est  de   .    .    .    .        437 

La   probabilité  que   le  jeune  frère  a  d'être  vivant  dans  20  ans 

,   437 
est  w. 

La  probabilité  que  les  deux  frères  seront  vivants  dans  20  ans  es* 
donc  : 

231  X  437  3 

-538x643-'    °U    lô-environ 


Par  suite,  la  probabilité  demandée  sera  (n°  417)  : 
*— W'    soit    10" 


§  IV.  —  Rentes  viagères. 

423.  Définition.   Une  rente  viagère  est  une  somme  payée 
chaque  année  à  une  personne  jusqu'à  la  fin  de  sa  vie. 

On  distingue  : 

1°  Les  rentes  viagères  immédiates,  qui  commencent  à  être 
servies  un  an  après  la  signature  du  contrat; 

2°  Les  rentes  viagères  différées,  qui  ne  commencent  à  être 
payées  qu'après  une  époque  convenue  ; 

3°  Enfin,  les  rentes  viagères  temporaires,  qui  ne  sont  servie* 
que  durant  un  certain  temps. 

424.  Le  capital  nécessaire  pour  obtenir  une  rente  viagère  ira- 
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médiate  se  paye  en  entier  au  moment  de  la  signature  du  contrat; 
on  dit  alors  qu'il  y  a  prime  unique. 

Le  capital  nécessaire  pour  obtenir  une  rente  viagère  différée 
se  paye  en  une  seule  fois,  et  alors  il  y  a  prime  unique,  ou  bien 
on  paye  une  même  somme  au  commencement  de  chaque  année, 
et  seulement  en  cas  de  vie,  jusqu'au  moment  où  Ton  commence 
à  servir  la  rente,  et  alors  il  y  a  prime  annuelle.  En  cas  de  mort, 
les  primes  versées  avant  la  jouissance  de  la  rente  ne  sont  pas 
rendues. 

Dans  le  calcul  des  rentes  viagères,  le  taux  de  l'intérêt  composé 
e$t  ordinairement  de  4  ou  de  4  */j  P-  %• 

La  table  de  mortalité  employée  est  celle  de  Déparcieux. 

42o.  Pour  résoudre  les  questions  sur  les  rentes  viagères,  on 
a  besoin  d'un  élément  de  calcul  appelé  espérance  mathéma- 
tique. 

L'espérance  mathématique  d'un  gain  plus  ou  moins  probable 
est  le  produit  de  ce  gain  par  la  probabilité  de  l'obtenir. 

426.  Rente  immédiate.  Soient  V„  le  nombre  des  vivants  du 
même  âge  que  la  personne  qui  veut  acheter  une  rente  viagère, 
V„+i   le  nombre  des  vivants  ayant  un  an  de  plus ,   Vn+2   le 

nombre  des  vivants  ayant  2  ans  de  plus, Vn+f  le  nombre  des 

vivants  du  dernier  âge  marqué  dans  la  table,  et  P  la  prime  unique 
à  payer  pour  avoir  une  rente  annuelle  de  A  francs. 

La  somme  A,  qui  doit  être  payée  au  bout  d'un  an,  a  pour  va- 
leur actuelle  -r— p — ,    car  (n°  385)  -j—r —  deviendra  au  bout 

,,  A(i+r)         . 

d  un  an  — i— r — L  on  A. 

i  -f-  r 

La  probabilité  qu'a  la  personne  de  vivre  encore  un  an  est 

(n°4U)  -%^. 

*  n 

L'espérance  mathématique  pour  cette  probabilité  sera  donc  . 


X* 


«+t 


1+r  V„ 

La  somme  A,  qui  doit  être  payée  au  bout  de  2  ans,  a  pour 

A  A 

valeur  actuelle  -j-r—. — 5-,  car   , .    ,      .,  deviendra,  au  bout  de 
(1  +  r)2  (1  -f-rr 

2  ans,  -$£$->  ouA- 
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La  probabilité  qu'a  la  personne  de  vivre  encore  2  ans  est     "+2 , 

'  n 

et  l'espérance  mathématique  pour  cette  probabilité  sera, 


li+r 


X 


En  continuant  le  même  raisonnement,  on  trouve  que  l'espé- 
rance  mathématique  pour  3  ans  sera  : 


x-^ 


et  celle  correspondant  au  dernier  âge  marqué  dans  la  table  : 

A  ^     *»  +  » 

On  aura  donc,  pour  la  somme  des  espérances  mathématiques 
formant  l'espérance  totale,  c'est-à-dire  la  valeur  actuelle  de  la 
rente  ou  prime  unique  : 

1+rx    yB    Ml-M2><    VB    "Tll  +  r^X    vr 

A  V.+, 

ou,  en  mettant  y-  en  facteur  commun, 

'n 

p 'A-     f    ^n  +  l     i  I         Vn+8         1  .        Vn  +  3  I         Y»+« "1        /p\ 

V,  Ll+r  "^(l-j-^^ll+r)3 "Ml-WJ     W 

En  désignant  par  S„  la  valeur  de  la  parenthèse,  on  aura  : 

S, 

T 


P  =  Ax-§^  (1) 


g 
Dans  cette  formule  -W*-  représente  la  prime  unique  pour  une 

'n 

rente  annuelle  de  1  franc. 

427.  Exemple.  Un  particulier  âgé  de  88  ans  veut  se  procurer 
une  rente  viagère  de  2  00U  fr.  :  quelle  somme  devra-t-il  donner1? 

En   faisant    dans    la    formule    (B)    A  =  2000,    V„=S8    et 
(1  -L-r)  =  l,04,  on  trouve  : 

pŒ2n00r^2  4--^0      4-     V91        |       VM        ,       ^93       )       V9*        |       V»    1 

VM  Ll,04+(l104)2"t"(l,(/-i)3i"(l,Û4)*"t"(l104j8"t"(l,04}6^(l1U4;7J 
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Et,  en  remplaçant  V88,  V89,  V90,  V0l...  par  les  nombres  four- 
nis par  la  table  de  Déparcieux,  page  31b',  il  vient  : 

p    _  2000/ 16  11      ,      7  4  2  1  0     \ 

^ 22    U  ,04  "^  (1 ,04)  i  +  (1 ,04)  3  "t*  (1 ,04)  *  "*"  (1 ,04)  «  +  (1 ,04)  6  "*"  (1 ,04 j7  / 

p  =  ^g°_(  15,38461  +10,17  +6,23  +  3,41923  +  1,64384  +  0,7903  +  0) 
P  =  2  000  X  37,623Q7  98  =  2  000  X  4 ,710  8  =  3  421  fr. 

Ainsi,  la  prime  à  verser  immédiatement  par  une  personne  de 
88  ans,  pour  avoir  2  000  fr.  de  rente,  est  de  3421  fr. 

On  voit,  par  cet  exemple,  que  la  valeur  de  la  parenthèse  est 
très  longue  à  calculer,  surtout  lorsque  les  termes  sont  nombreux, 
et  que  la  confection  des  tables  en  usage  dans  les  compagnies  d'as- 
surances a  exigé  un  travail  sérieux  et  assez  long,  malgré  les  sim- 
plifications qu'on  a  pu  y  apporter.  (On  trouvera  à  la  fin  du  yo- 

§ 
lume,  page  318  et  suivantes,  un  tableau  donnant  la  valeur  de  -«A , 

pour  tous  les  âges  compris  entre  20  et  95  ans,  et  aux  taux  de 
4  p.  %  et  de  4  «/,  p.  %.) 

428.  Rente  viagère  différée.  Soient  V„  l'âge  d'une  personne 
qui  désire  acquérir  une  rente  dont  elle  ne  commencera  à  jouir 
qu'après  m  années,  c'est-à-dire  lorsqu'elle  aura  n-\-m  années, 
A  la  valeur  de  cette  rente,  P  la  prime  unique  qu'elle  devra 
donner  pour  l'obtenir,  et  VB+m+ï,  le  dernier  âge  marqué  dans  la 
table  de  Déparcieux. 

La  somme  A,  qui  devra  être  payée  après  m  -f- 1  années,  a  pour 
valeur   actuelle  ^[-^—^+~.i   car   (n°   385)     (1  +  r.m+1'  de- 

JUI  -L-fïm  +  l 

viendra  après  m-j-1  années,     ,\  _r    ^+1    ,  ou  A. 

La  probabilité  qu'a  la  personne  de  vivre  encore  m  -f- 1  années 
y 
pour  en  jouir  est  — "J:m+— . 

*  n 

L'espérance  mathématique  pour  cette  probabilité  sera  donc  : 


X 


Vn+m  +  l 


(l_j_r)m  +  l    ^  V„ 

La  somme  A,  qui  doit  être  payée  au  bout  de  m  +  2  années, 
X 
•a  pour  valeur  actuelle  -n~-. — —r. 
r  (l+-rim** 
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La  probabilité  qu'a  la  personne  de  vivre  encore  m  +  2  ans 
y 
est  — »+w+a  ,  et  l'espérance  mathématique  correspondante  sera 

. A -^     'i  +  m  +  V 


En  continuant  le  même  raisonnement,  on  trouvera  que  l'espé- 
rance pour  m  -f-  3  années  sera 

A Vn+m+3 

pour  m  -f-  i  années , 

A ^,_[n  +  m±±_ 

(1 +  *•)•+•><      vn 
et  celle  correspondant  au  dernier  âge  marqué  dans  la  table  sera 

A  V«  +  m  +  « 

La  somme  des  espérances  mathématiques  formant  l'espérance 
totale,  c'est-à-dire  la  valeur  actuelle  de  la  rente  ou  prime  unique, 
sera  : 

_A ^'    Va  +  m  +  l    j A ^    Vn  +  m  +  î 


^  ir  TTi     i     „\m  +  a  X 


(l  +  r)"+1^      V»        Ml+r)"+a^      V, 

A  V 

fi -^      'tt  +  W  +  t 

en  mettant  f .  ■, — rjj^-  en  facteur  commun ,  il  vient  : 

P —           A            |"  i\+m+i     ■     V»+m+a     i  j     Vn+m+t  ~| 

(l  +  r)-YB  L   i  +  r    +;ifrf+ +  (l  +  r)<  J 

Si  l'on  désigne  par  S»+„  la  valeur  de  la  parenthèse,  on  ob- 
tient : 

Dans  cette  formule,   S-+s,  a  la  même  signification  que  S„ 
dans  celle  du  n°  426. 

429.  Rente  temporaire.  Nous  avons  dit ,  n°  423 ,  qu'une  rente 
temporaire  n'est  servie  que  pendant  un  certain  temps.  Soit  P" 
la  prime  unique  que  l'on  doit  verser  immédiatement  pour  acqué- 
rir une  rente  viagère  de  A  francs  pendant  m  années  seulement  : 
él.  8 
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soit  aussi  V»  l'âge  actuel  de  la  personne  sur  laquelle  la  rente 
sera  constituée. 

Il  est  évident  que  la  prime  P"  à  débourser  égale  celle  qu'il 
faudrait  donner  pour  une  rente  viagère  immédiate,  moins  celle 
qui  serait  nécessaire  pour  obtenir  une  rente  différée  de  m  an- 
nées. 

La  prime  P  de  la  rente  viagère  immédiate  est  (n°  426): 

P  =  ÂX-f!L    ou    -4-XS, 

*  n  '  n 

La  prime  P'  de  la  rente  viagère  différée  de  m  années  est 
{n°  428): 

Donc  la  prime  cherchée  P"  sera  : 

p'-p-p'-x(s--TTF^)  (3) 

430.  Rente  différée,  à  prime  annuelle.  Pour  acquérir  une  rente 
différée  on  peut,  au  lieu  de  payer  immédiatement  une  prime 
unique,  verser  une  somme  tous  les  ans  jusqu'au  jour  où  la  rente 
devra  être  servie.  La  première  prime  se  paye  au  moment  de  l'as- 
surance; la  seconde,  un  an  après,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte 
que  si  la  rente  à  acquérir  est  différée  de  m  années  on  aura 
m  -f- 1  primes  l  verser. 

Calculons  la  vaitt-r  de  cette  prime  annuelle. 

Les  primes  à  vej>er  chaque  année  doivent,  par  leur  accumu- 
lation pendant  m  années,  former  un  capital  tel.  que,  s'il  était 
versé  aujourd'hui,  il  permît,  dans  m  années,  de  jouir  de  la 
rente  qu'on  désire  acquérir.  " 

Nous  pouvons  donc  regarder  chaque  prime  annuelle  A'  à  ver- 
ser, comme  une  rente  temporaire  que  nous  aurions  à  servir 
pendant  les  m  années  qui  précèdent  l'entrée  en  jouissance  de 
la  rente  différée  dont  la  valeur  serait  A. 

Le  capital  d'une  rente  temporaire  de  m  années  serait  donc, 
n°429,  (3): 

yn\n      (l  +  r)mJ 

et  ce  capital  suffira  pour  constituer  la  rente  différée;  seulement 
il  faut  remarquer  que  nous  donnons  une  prime  le  jour  même  de 
la  signature  du  contrat,  tandis  que  la  rente  à  laquelle  nous  com- 
parons nos  primes  ne  se  paye  qu'un  an  après  la  signature. 
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Le  capital 

A     /  e         Sn+M      \ 

Vn  \a"     n+rr) 

est  donc  plus  faible  que  celui  que  nous  cherchons,  et  il  a  en 
moins  une  prime  A';  si  donc  nous  ajoutons  A'  à  la  formule  pré- 
cédente, nous  aurons  le  capital  cherché  P,  ou  n°  428  (2), 


AX  (1+r)-  > 


De  là  l'équation  : 

_A_  /<,  SB+m 

En  la  résolvant  on  trouve  : 
1 


AX 


A"=s      "+£> >-  W 

431.  Problème  i.  Un  oncle  place  en  viager  sur  la  tête  de  son  neveu 
âgé  de  20  ans  une  somme  de  30000  fr.,  et  au  taux  de  4,5  p.  %  : 
quelle  sera  la  valeur  de  la  rente  annuelle  ? 

On  a,  d'après  la  formule  (1), 

30000  =  Ax42e- 

30000  =  A  x  16,624.    (V.  le  tableau  p.  251.) 

D'où  A  =  ^22?  =  1  804  fr.  62 

16,624 

La  rente  viagère  sera  donc  de  1  804  fr.  62. 

Problème  H.  Quel  capital  doit  verser  une  personne  qui  a  50  an» , 
pour  jouir  à  l'âge  de  60  ans  d'une  rente  annuelle  et  viagère  de  2000  /Y*., 
à  4  i/,  p.  o/0? 

En  faisant  dans  la  formule  (2)  A  =  200;  (1  +r)»  =  (1,045  )«  ou 
1,552969;  V„  =  V*  =  581  ;  S„+m  =  SM  =  4  327,433  (voir  le  tableau 
p.  252),  on  trouve  : 

p_  2000x4327,433  _ot.qgfr  on 
V         1,552969x581    ~y59Z  îr'  M 

Problème  m.  Un  négociant  âgé  de  35  ans  place  une  somme  dt 
40  000  fr.  pour  acquérir  une  rente  viagère  dont  il  ne  désire  jouir 
qu'à  l'âge  de  50  ans  :  quelle  sera  cette  rente,  si  on  la  calcule  au  taux 
de  4  p.  °/0? 
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La  formule  (2)  donne 


40000  = 


AxS, 


TT04J15  X  vM 
Or    Sw  =  7  277,396  2    et    V35  =  694; 

d'où 


.  _  40000x1,800  944  X  694       R  aPQ  .    an 
A 7  277,3961 =6869fr.80 


Problème  IV.  Une  personne  âgée  de  50  ans  désire  se  faire  pendant 
10  ans  une  rente  annuelle  de  1  200  fr.  :  quelle  somme  ou  prime  doit- 
elle  verser  immédiatement,  si  le  taux  convenu  est  4  p.  %? 

La  formule  (3)  donne 

P"  =  J^(SM-^ï5-)  =  8755f,84 


Problème  V.  Un  homme  de  35  ans  veut,  à  partir  de  l'âge  a~e 
50  ans,  jouir  d'une  rente  viagère  et  annuelle  de  2000  fr.:  quelle 
somme  doit-il  verser  chaque  année,  jusqu'au  moment  où  il  pourra 
jouir  de  la  rente ,  le  taux  convenu  étant  4  p.  %  ? 

La  formule  (4)  donne 


k' 


0  000  i£                    iif  ^50 

_  "W><  (1,04)"  ><  V35 

—  1  034  fr  12 

S35                Sso           ,    . 
V3Ï        V„(l,04)»+l 

APPENDICE 

QUESTIONS  DIVERSES 


§  I.  —  Notions  sur  la  représentation  graphique 
des  fonctions  algébriques. 

Manière  de  fixer  la  position  d'un  point  sur  un  plan. 

432.  Lorsqu'on  veut  fixer  la  position  d'un  point  P  sur  un  plan,  on 
mène  par  ce  point  des  parallèles  à  deux  droites  OX  et  OY,  placées 
dans  ce  plan.  La  distance  PA  ou  OB  est  appelée  ordonnée  du 
point  P,  tandis  que  la  distance  OA  est  l'abscisse  du  même  point; 
les  longueurs  OA  et  PA,  considérées  simultanément,  sont  les  coor- 
données du  point  P. 

Les  droites  OX  et  OY  sont  les 
axes  des  coordonnées  et  se  dési- 
gnent souvent,  le  premier  sous  le 
nom  d'axe  des  x,  le  second  sous 
celui  d'axe  des  y. 

Par  convention ,  le  point  0,  où 
se  coupent  les  axes,  est  pris  pour 
origine  des  distances  ;  on  regarde 
comme  positives  les  ordonnées 
mesurées  au-dessus  de  l'axe  OX, 
et  comme  négatives  celles  qui 
sont  mesurées  au  -  dessous  de  cet 
axe;  de  même;  on  regarde  comme 
positives  les  abscisses  comptées  à 
droite  de  0  sur  OX,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  comptées  à 
gauche  de  0. 

433.  La  position  d'un  point  P  est  déterminée  si  l'on  donne  ses  co- 
ordonnées. 

434.  Exemples.  I.  Soit  à  déterminer  la  position  d'un  point  dont  les 
coordonnées  sont  x  =  3  et  y  =  2. 

On  porte  sur  OX  et  dans  le  sens  des  valeurs  positives ,  une  lon- 
gueur Ox  égale  à  3  fois  l'unité  adoptée,  et  sur  OY,  dans  le  sens 
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des  valeurs  positives,  ane  lon- 
gueur Oy  égale  à  2  fois  l'unité; 
les  parallèles  xP,  yP  aux  axes 
se  coupent  en  un  point  P,  qui 
est  le  point  demandé. 
pi  En  effet,  les  points  de  la  droite 

yP  sont  les  seuls  qui  aient  une 
ordonnée  égale  à  2,  et  les  pointa 
de  xP  sont  les  seuls  qui  aient 

une  abscisse  égale  à  3;  et  comme 

3     '  ^  ces  droites  ne  se  coupent  qu'en 

un  point,  il  s'ensuit  que  ce  point 
P  satisfait  seul  aux  conditions 
données. 

II.  Soit  à  déterminer  les  positions  d'un  point  dont  Us  coordonnées 
sont  x  =  —  2  et  y  =  3. 

On  porte  sur  OX,  et  à  gauche 
du  point   0,   une    longueur  Ox 
égale  à  2,  et  sur  OY,  au-dessus 
du  point  0,  une  longueur  égale 
*  à  3.  Les  parallèles  xP,  3P  aux 

axes,  se  coupent  en  un  point  P, 
qui  est  le  point  demandé. 

J  )  S 

'  f  "  X 


Y 


On   voit  que  la   position  d'un 
— 1  point  dont  les  coordonnées  sont 

. s  x  = —  2  et  y  = —  2  est  en  Q,  et 

l  celle  d'un  poiDt  qui  a  pour  co- 

ordonnées x  =  4  et  y  =  —  2  est 
en  R. 


Représentation  graphique  d'une  équation  du   1er  degré. 

435.  Une  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue  peut  toujours 
être  ramenée  à  la  forme 

ax  =  b.    d'où    x  =  — 
'  a 

ou,  en  représentant  —  par  une  seule  quantité  ri, 

x  =  n\ 

dans  laquelle  m  est  une  quantité  connue,  positive  ou  négative,  en- 
tière ou  fractionnaire,  monôme  ou  polynôme,  ou  même  nulle. 

Cette  équation,  x  =  m,  représente  une  droite  dont  tous  les  points 
ont  pour  abscisse  m  :  c'est  donc  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 
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Pour  la  construire,  on  porte  sur  OX,  à  droite  ou  à  gauche  du 
point  0,  suivant  que  m  est  po- 
sitif ou  négatif,  une  longueur 
égale  en  valeur  absolue  à  m,  et 
par  ce  point  on  mène  AB  ou  A'B' 
parallèlement  à  l'axe  des  y.  Tous 
les  points  des  droites  AB  et  A'B' 
ont,  en  effet,  pour  abscisses  +m 
ou  — m. 

Une  équation  telle  que 

y  =  +  b 

représente  une  droite  CD  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  (fig.  2). 

Les  équations 

y  =  0,     et    x  =  0 

représentent,  l'une  l'axe  des  x, 
l'autre  l'axe  des  y. 

Les  droites  AB  (fig.  1),  et  CD 
(fig.  2),  sont  les  lieux  géométri- 
ques représentés  par  les  équations 

x  =  m    et    y  =  b 

436.  Une  équation  du  premier 
degré,  à  deux  inconnues,  peut 
toujours  être  ramenée  à  la  forme  Fig.  s. 

ax  +  by  =  c 
dans  laquelle  a,b,c  sont  des  quantités  connues. 

Cette  équation  résolue  par  rapport  à  l'une  des  inconnues ,  y  par 
exemple,  donne  : 

a       ,    c 


Remplaçons  —  -£  par  m  et  -r-  par  n>  H  vient  : 
y  =  mx  +  n 

437.  Supposons  d'abord  le  cas  où  n  est  nul;  alors  l'équation  a  la 
forme  : 


y  =  mx    ou 


x 
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Si  m  est  positif,  x  et  y  auront  le  même  signe. 

Donnons  à  x  une  valeur  quelconque  positive,  par  exemple  oc  =  OB; 

menons  BA  parallèle  à  OY  et  prenons  sur  l'axe  des  y,  ou  mieux 

AB 
sur  BA,  une  longueur  y=^BA  telle  qu'on  ait  j^-=m,  A  est  un 

point  du  lieu  cherché. 

Donnons  encore  à  x  une  valeur 
quelconque  négative,  x  =  —  OB'; 
menons  B'A'  parallèle  à  l'axe  des 
y  et  prenons  sur  cette  droite  une 
longueur    négative      y  =  —  B'A', 

A'B' 

telle  qu'on  ait    _r>p,   =  m,  A  est 

aussi  un  point  du  lieu. 

Soient  encore  A"  et  A'"...  d'autres 
points  construits  de  la  même  ma- 
nière, on  aura  : 

_  AB  _  A'B'  _  A^B"  _  A"'B'" 
m~0~ÏÏ~  OB'- "OB' 


M'A 


OÏT 


Les  triangles  AOB,  A'OB',  A"OB",  A'"OB'"...  sont  donc  sem- 
blables comme  ayant  en  B,  B',  B"...  un  angle  égal  compris  entre 
des  côtés  proportionnels;  donc  les  angles  AOB,  A'OB',  A"OB", 
A"'OB'"...  sont  égaux,  et  il  en  résulte  que  les  points  A,  A',  A",  A" ... 

appartiennent   à   la    droite  MN', 
Y?  qui  passe  par  l'origine. 

Si  m  était  négatif,  x  et  y  au- 
raient des  signes  contraires ,  et  le 
lieu  serait  une  droite  MN,  pa&? 
sant  par  l'origine  et  dans  les  an- 
gles X'OY  et  XOY'. 

Ainsi  le  lieu  géométrique  re- 
présenté   par    une    équation    du 
premier  degré  de  la  forme 
y  =  mx 

est  une  droite  passant  par  l'orv 
gine  0. 

Pour  construire  ce  lieu,  il  suffit  de  déterminer  un  point  quelconque, 
et  de  tracer  la  droite  qui  nasse  par  ce  point  et  par  1  origine. 

438.  Exemple.  Construire  te  lieu  représenté  par  l'équation 
5y  =  3x 
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Prenons  sur  l'axe  des  x  une 
longueur  OA  égale  à  3  unités; 
menons  BA  parallèle  à  l'axe  des 
y  et  égale  à  5  unités;  joignons 
le  point  B  au  point  0  par  la  droite 
MN. 

Cette  droite  MN  est  le  lieu  de- 
mandé. 


r 

y 

V 

/fi 

/  T* 
la 

/ 

fi 

-    o 

■ 

A 

i 

8    À 

X 

439.  Supposons  maintenant  le 
cas  où  dans  l'équation 

y  =  mx  +  n 

n  n'est  pas  nul. 

Si  nous  comparons  cette  équation  arec  la  précédente, 
y  =  mx 

nous   voyons    que    les   ordonnées    y,    porrespondani   à    une   même 
Jibscis8e  x,  diffèrent  constamment  d'une  longueur  n. 

Dès  qu'on  aura  construit  le  lieu  représenté  par  l'équation  y  =  mx, 
jn  obtiendra  le  lieu  représenté  par  y  —  mx  +  n,  en  augmentant  ou 
m  diminuant,  suivant  le  signe  de  n,  toutes  les  ordonnées  de  la  va- 
eur  absolue  de  n. 

Si  AA'  représente  l'équation 
y  =  mx ,  RR'  représentera  l'é- 
quation :  y  =  mx  +  n* 

440.  Ainsi,  le  lieu  géométrique 
«présenté  par  une  équation  du 
)remier  degré  à  deux  inconnues 
sst  une  ligne  droite. 

Pour  construire  cette  droite , 
1  suffît  de  connaître  deux  de  ses 
>oints,  et  ceux  que  l'on  cherche 
le  préférence  sont  les  points  où 
lie  coupe  les  axes. 

441.  Pour  trouver  les  points  où 
ine  droite  coupe  les  axes,  on  fait, 
lans  son  équation,  x  =  0;  la  va- 
eur  correspondante  de   y  donne 

e  point  où  la  droite  rencontra  l'axe  des  y;  si  l'on  fait  y  =  0,  la  va- 
eur  correspondante  de  x  donne  le  point  où  la  droite  coupe  Taxe 
les  x. 
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Exemple.   Construire  la  droilt 
représentée  par  l'équation 
4x  +  6y  =  12 

Si  dans  cette  équation  on  fait 
x  =  0 
on  trouve       y  =  2 
Et  si  l'on  fait 

y  =  o 

on  trouve        x  =  3 
AB  est  la  droite  demandée. 


Représentation   graphique  du   trinôme    du   second   degré. 


442.  Considérons  un  trinôme  du  second  degré. 

x*  —  4x  -f  3 

Appelons  y  sa  valeur,  et  cherchons  à  représenter  par  une  courbe 
les  variations  de  ce  trinôme,  lorsqu'on  donne  à  x  des  valeurs  arbi- 
traires. 

Posons 

y  =  x'  —  4x  +  3 

Si  nous  faisons  x  =  0,  on  trouve 
pour  valeur  du  trinôme  y  =  +  3. 
Portons  donc  sur  OY  la  valeur 
positive  3.  et  marquons  le  point  A.  I 

Faisons  x  =  +  l,  et  la  valeur 
du  trinôme  devient  y  =  0.  Mar- 
quons encore  le  point  B  situé 
sur  OX,  et  ayant  pour  coordon- 
nées x  =  1  et  y  =  0. 

Faisons  x  =  +  2,  d'où  y  =  —  1, 
et  marquons  le  point  C,  ayant 
pour  coordonnées 

x  =  2  et  y  =  —  1 

Faisons  encore  x  =  3,  d:où  y  =  0,  et  marquons  le  point  B'  ayant 
pour  coordonnées  x  =  3     et     y  =  0. 

Pour    x  =  4,    on    trouve     y=r-f3,    ce  qui  donne  le  point  A'. 

Pour    x  =  +  5,  t  y  =  -h  8 

Pour    x  =  — 1,  »  y  =  — 8 

et  ainsi  de  suite. 

443.  Enjoignant  les  différents  points  A,  B,  C,  B',  A'...  par  un  trait! 
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continu,  on  obtient  une  courbe  dont  les  deux  branches  sont  infinies, 
et  qui  représente  les  variations  du  trinôme  proposé. 

Cette  courbe  montre  : 

1°  Que  le  triûôme  s'annule  pour  x  =  l  et  x  =  3;  1  et  3  sont,  en 
effet,  les  racines  du  trinôme  x2  —  kx  -j-  3; 

2°  Que  le  trinôme  reste  positif  pour  toute  valeur  de  x  plus  grande 
que  3  et  plus  petite  que  1.  On  sait,  en  effet,  que  le  trinôme  conserve 
le  signe  de  son  premier  terme  pour  toute  valeur  de  x  non  comprise 
entre  les  deux  racines  (n°  247); 

3°  Que  le  trinôme  est  négatif  pour  x  =  2  et  en  général  pour  toute 
valeur  de  x  plus  grande  que  1,  mais  plus  petite  que  3.  On  sait,  en 
effet,  que  le  trinôme  prend  un  signe  contraire  à  celui  de  son  premier 
terme  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  les  deux  racines; 

4°  Que  la  valeur  minimum  du  trinôme  correspond  à  x  =  2; 

5°  Enfin  l'on  voit  que  pour  des  valeurs  de  x  prises  à  égale  distance 
de  CD,  le  trinôme  prend  aussi  des  valeurs  égales  (n«  251). 


444.  Le  trinôme 


a  pour  racines 


axl  +  bx  +  c 


—  b±\'bi  —  iiac 
2a 


Si  les  racines  sont  réelles,  la  courbe  qui  représente  ses  variations 
affecte  la  forme  de  la  figure  précédente,  et  rencontre  l'axe  des  x  en 
deux  points  qui  marquent  les  racines  de  ce  trinôme. 


Si  les  racines  sont  égales,  la  courbe  qui  représente  le  trinôme  est 
tangente  à  l'axe  des  x.  La  courbe  ci -dessus,  fig.  1,  correspond  au 
trinôme  x*  —  4x  +  4. 

Enfin  si  les  racines  sont  imaginaires,  la  courbe  ne  rencontre  pas 
l'axe  des  x,  fig.  2,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  le  trinôme  x1  —  2x  +  2. 

Dans  les  deux  dernières  courbes,  on  voit  que  le  trinôme  conserve 
toujours  le  signe  de  son  premier  terme,  quelle  que  soit  la  valeur 
donnée  à  x. 
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445.  Si  les  racines  du  trinôme  étaient  négatives,  la  courbe  aurait 
la  forme  de  la  fig.  3,  laquelle  représente  les  variations  du  trinôme 

x»  +  4ac  +  3 


Fig.  *. 


Enfin,  si  le  premier  terme  du  trinôme  était  négatif,  la  courbe 
affecterait  la  forme  de  îa  fig.  4,  laquelle  représente  le3  variations  du 
trinôme 

—  x>  +  x  +  2 

446.  On  peut  remarquer,  dans  toutes  ces  courbes,  que  la  parallèle  à 
l'aie  des  y,  passant  par  le  sommet  C,  représente  la  valeur  exprimée 

par  x  = — n — ,  et  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  cette 

droite. 


447.    Exercice   I 
suivante  : 

Ux  - 

y  = 


Construire  la  courbe  qui  représente  la  fonction 
20  +  1 


ou    a:*(2  +  y)  — 4*  — l+  =  l 


Nous  avons  trouvé,  problème  XI,  n»  299,  que  les  valeurs  de  x  ne 
seraient  réelles  qu'autant  qu'on  aurait  — (y*  +  y —  6)^0,  et  que  les 
racines  du  trinôme  sont  2  et  — 3;  donc  y  ne  pourra  prendre  que 
des  valeurs  comprises  entre  2  et  — 3;  2  sera  le  maximum  et  — 3  le 
minimum,  et  la  courbe  représentative  de  la  fonction  aura  tous  ses 
points  situés  entre  les  parallèles  y  =  2  et  y  =  —  3. 

Avant  de  construire  la  courbe,  cherchons  d'abord  si  elle  a  des 
asymptotes  soit  verticales,  soit  horizontales.  {Géométrie,  3«  édit.,  n»  662.) 
Pour  les  asymptotes  verticales,  l'ordonnée  du  point  de  contact  sera  in- 
finie. Maio  la  valeur  de  y  ne  peut  être  infinie  qu'autant  que  le  déno- 
minateur de  la  fonction  est  zéro  ;  posons  donc  : 

xî  +  l  =  0,    d'où    x=±ztf — f 
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Les  valeurs  de  x  étant  imaginaires,  la  courbe  n'a  point  d'asymptotes 

verticales. 

Les  asymptotes  horizontales  correspondent  à  œ  =  oC;  cette  valeur 

oC 
mise  à  la  place  de  x  dans  la  fonction  donne  y  =  — — . 

Mais  on  peut  mettre  la  valeur  de  y  sous  la  forme 


kx        2x2         1 

^î r 


Xi 


a;2 


•2  + 


as* 


+ 


1  + 


4  1 

alors  si  l'on  fait  x  =  oC,   les  termes  —  et  —ç-  deviennent   0,    et 

l'on  trouve  y  =  —  2. 

Ainsi  la  droite  AB  ayant  pour  ordonnée  y  =  —  2  est  l'asymptote 
horizontale. 


Si  dans  la  fonction  y  = 


kx  —  2x*  + 1 


on  fait  successivement  x  =  0, 

x1  +  1 

1,  — 1,  2,  — 2,  3,  — 3,  etc.,  on  trouve  pour  y  des  valeurs  qui  per- 
mettent de  construire  la  courbe. 

Les  points  où  la  courbe  rencontre  les  axes  sont  obtenus  en  faisant 
successivement  dans  l'équation  x  =  0  et  y  =  0. 

Afin  de  mieux  nous  fixer  sur  la  forme  de  la  courbe ,  résolvons  l'in- 
verse de  la  fonction  proposée  et  posons  : 

v=,4»-2g»  +  i  »  ou  {*+2y)*'-4î/aB  +  1  — y=° 
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Les  conditions  de  réalité  pour  les  valeurs  de  x  sont  exprimées  par 
6y*  — y  — 1^:0 

1  \ 

Les  racines  de  ce  trinôme  étant   -ç-  et  — -5-,  on  voit  que  ce  sont 

précisément  les  inverses  des  racines  de  la  fonction  proposée,  et  ces 
racines  sont  données  aussi  pour  x=-^-  et  x  =  —  2;  seulement  le 
maximum  correspond  au  minimum  et  réciproquement.  La  courbe 
n'aura  aucune  valeur  comprise  entre  ~-  et  —  ^-. 

On  obtiendra  les  asymptotes  horizontales  en  faisant  dans  la  fonc- 
tion x  =  oCj  d'où  y  =  —  —;  quant  aux  asymptotes  verticales,  on  les 
obtient  en  annulant  le  dénominateur.  On  pose  donc  : 

kx  —  2x»  +  l=0;    d'où    x*=  2~^ 

Ainsi  A'B'  est  l'asymptote  horizontale,  tandis  que  CD',  ET'  sont 

les  asymptotes  verticales. 

En   faisant   x  =  0,    1,   — 1,  2,  — 2,   3,   — 3...    dans   la   fonction 

a;'  -4-  1 
y  ~  "4 — 2  ,8  ,  .  ,  on  trouve  pour  y  des  valeurs  qui  permettent  de 

construire  la  courbe.  Nous  avons  tracé  en  pointillé  cette  courbe  et 
ses  asymptotes. 

Enfin  nous  pouvons  chercher  les  points  communs  aux  deux  courbes. 
Les  points  communs  ont  évidemment  même  ordonnée  et  même 
abscisse. 

Remarquons  d'abord  que  toute  fonction  y  a  pour  inverse  —  :  on  a 

\ 
donc  y=  — ,     d'où    y*  =  i 

et  y  =  ±l 

Ainsi  la  courbe  de  l'inverse  d'une  fonction  rencontre  toujours  la 
courbe  de  cette  fonction  sur  les  droites  ayant  pour  ordonnée  y  =±i. 

En  remplaçant,  dans  la  fonction,  y  par  sa  double  valeur,  on  obtient 
généralement  pour  x  quatre  valeurs  qui  sont  les  abscisses  de6  points 
de  rencontre. 

448.  Exercice  IL  Conttruire  graphiquement  la  courbe  qui  repré- 
sente la  fonction. 

V=X*t*-79     ou    (l-y)^  +  2x-9  +  4y=0 

Si  l'on  résout  l'équation  par  rapport  à  x,  on  voit  que  les  valeun 

de  a;  ne  sont  réelles  qu'autant  qu'on  aura  4y* —  13y  +  10^0;  ce  tri- 

g 
nôme  égalé  à  zéro  ayant  pour  racines  y  =  2  et  y  =  7-,  y  ne  pourra 
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prendre  aucune  râleur  comprise  entre  2  et  j,   et  la  courbe  repré* 

sentative  de  la  fonction  aura  tous  ses  points  en  dehors  des  parallèles 

5  5 

y  =  2,  y  =  -r-\  le  maximum  sera  -r  et  le  minimum  2,  correspondant 

respectivement  à  a:  =  4  et  àx  =  l. 

Pour  avoir  les  asymptotes  verticales,  exprimons  que  le  dénomina» 
teur  est  nul,  et  posons  : 

x*  —  4  =  0    d'où    x  —  ±2 

Les  droites  AB,  CD  ayant  respectivement  pour  abscisses  +2  et  — 2 
gODt  les  asymptotes  verticales;  les  asymptotes  horizontales  s'ob- 
tiennent en  faisant  œ=oC,  d'où  y  =  l,  et  la  droite  EF  ayant  pour 
ordonnée  1  est  une  asymptote. 


:          D 
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Si  dani  la  fonction  y  =  —  ^_  , —  on  fait  successivement  x  =  0 

1,  — 1,  2,  —2,  3,  —3...  on  trouve  pour  y  des  valeurs  qui  per 
mettent  de  construire  la  courbe. 

Pour  avoir  la  courbe  représentative  de  la  fonction  inverse,  on  pose  : 

x*  — 4 
V  —  -^  +  2x  —  9     ou    (1—  y)*1-2^  —  4  +  9y  =  0 

L'équation  de  condition  pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réellet 
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1  k 

est  lOy* —  Î3y-f4>0;  le  maximum  est  y  et  le  minimum  -g-,  cor- 
respondant à  0^  =  1  et  x  =  4. 

Les  asymptotes  verticales  sont  x  = —  l±/îïï ,  et  l'asymptote  hori- 
zontale est  t/=i. 

Les  points  de  rencontre  des  deux  courbes  sont 


y  =  ±i 


_  5  _  — 1±/27 

et    x_ y»    z—  ^ 


449.  Exercice.  III.  Construire  la  courbe  qui  représente  la  fonction 
y  to  x*  —  3x*  —  x  +  3 

On  peut  mettre  cette  fonction  sous  la  forme 

3 


y=x3(i—ir--xî+4ï) 


3             * 
Pour  x  =  ±oC  on  a  y  =  d=oC;   car  les  termes , 1-, 

»  '  x  '        x*  ' 

3 

— ^-deviennent  0,  et  il  ne  reste  plus  dans  le  second  membre  que  x'. 

Ainsi  quand  x  croît  indéfiniment,  y  croît  de  même  et  tend  vers 
l'infini,  et  non  vers  une  grandeur  déterminée  :  donc  il  n'y  a  pas 
d'asymptotes  horizontales. 

Pareillement  pour  y  =  ±oC,  x  vaut  aussi  drcc,  et  il  n'y  a  pas 
d'asymptotes  verticales. 

Pour  avoir  les  points  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x,  faisons 
y  =  0;  alors  on  a  : 

x3  —  3x*  —  x  +  3  =  0 

x(x«  — 1)  —  3(x»-l)  =  0 
(x  —  3)(x»  — 1)  =  0 

Le  premier  membre  s'annulant  pour 
x  =  3etx  =  ±l,  la  courbe  coupe  l'axe 
des  x  en  trois  points. 

En  donnant  à  x  différentes  valeurs, 
on  obtient  pour  y  des  valeurs  corres- 
pondantes. 

La  courbe  a  la  forme  ci -contre.  On 
voit  qu'elle  a  un  maximum  compris 
entre  x  =  ±l  et  un  minimum  compris 
entre  ae=1  et  x  =  3. 

Le  maximum  y  =  3,08  a  lieu  pour 
x  =  —  0,15,  et  le  minimum  y  =  —  3,08, 
pour  x  =  2,15. 

Ce  maximum  et  ce  minimum  ont  été  calculés  au  moyen  des  déri- 
vées dont  la  théorie  n'est  point  du  domaine  de  l'algèbre  élémentaire. 
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§  ïïï.  —  Binôme  de  Newton. 


450.  Formons  les  puissances  successives  d'un  binôme  quelconque 
[a  +  b). 

(a  +  b)i  =  a  +  b 

(a  +  b)*  —  a*  +  2ab  +6* 

(a  +  b)z  =  a3  +  3a*b+   3ab*  +b3 

(a  +  *)4  =  a*  +  4a36+   Gafib*  +   4a6'  +  b* 

(a  +  6)5=  o»  +  5a«b  +  WaW  +  lOaW  +  5a6*  +  6S 

On  voit  immédiatement  la  loi  de  la  formation  des  exposants  :  ceux 
de  la  lettre  o  vont  sans  cesse  en  diminuant,  et  ceux  de  la  lettre  b  vont 
en  augmentant;  le  plus  fort  exposant  de  chacune  de  ces  lettres  est  égal 
à  l'indice  de  la  puissance  du  binôme;  mais  on  n'aperçoit  pas  la  loi 
suivant  laquelle  sont  formés  les  coefficients. 

Pour  arriver  à  découvrir  cette  loi,  il  faut  connaître  la  théorie  des 
combinaisons. 


Arrangements |  permutations  et  combinaisons. 

451.  On  appelle  arrangements  de  m  objets  n  à  n,  les  différents 
groupes  qu'on  peut  former  en  prenant  ces  objets  n  à  n,  et  les  dis- 
posant de  toutes  les  manières  possibles,  de  sorte  que  deux  arrange- 
ments quelconques  diffèrent  au  moins  par  la  place  d'une  lettre. 

Ainsi,  les  arrangements  qu'on  peut  faire  avec  trois  lettres  a,  b,  e, 
prises  deux  à  deux ,  sont  : 

ab,    ba,    oc,    ca,    bc,    cb 

452.  On  donne  le  nom  de  permutations  aux  arrangements  de  m 
objets  pris  m  à  m. 

Ce  sont  les  divers  groupes  que  l'on  obtient  en  disposant  les  uns  à  la 
suite  des  autres  et  de  toutes  les  manières  possibles  les  m  objets,  de 
teile  sorte  que  chacun  d'eux  se  trouve  dans  tous  les  groupes  et  ne  s'y 
trouve  qu'une  fois. 

Ainsi,  avec  les  trois  lettres  a,  b,  c,  les  permutations  possibles 
sont  : 

abc,    acb,    bac,    bca,    cab,    cba 

453.  Enfin,  on  donne  le  nom  de  combinaisons  aux  arrangements 
dans  lesquels  deux  groupes  quelconques  diffèrent  au  moins  par  up 
objet. 


230  ÉLÉMENTS   D'ALGèBP.B 

Ainsi,  les  combinaisons  qu'on  peut  former  avec  trois  lettres  a,  b,  e, 
prises  deux  à  deux  sont  : 

ab,    ac,     bc 

Ce  sont  le3  produits  différents  qu'on  obtient  arec  trois  facteurs  pris 
deux  à  deux. 


' 


Calcul  du   nombre  des  arrangements. 

454.  Soit  à  trouver  le  nombre  des  arrangements  possibles  entre 
les  rn  premières  lettres  de  l'alphabet,  prises  une  à  une,  deux  à  deux, 
trois  à  trois m  à  m. 

Il  est  évident  que  les  arrangements  des  m  lettres  une  à  une  sont  : 

a,    b,    c,    d,    c I 

leur  nombre  est  m. 

Donc,  en  représentant  par  Am  le  nombre  des  arrangements  des 

m  lettres  une  à  une,  on  aura: 

A"  =  m 
î 

455.  Pour  obtenir  les  arrangements  des  m  lettres  prises  deux  à  deux, 
il  faut  écrire  successivement  à  la  suite  de  chaque  lettre  a,  b,  c...  I,  du 
premier  arrangement  les  m  —  1  lettres  qui  restent.  On  a  ainsi  : 

ab,  ba,    ca,    da ,     la 

ac,  bc,     cb,     db ,     Ib 

ad,  bd,    cd,    de ,     le 


al,     bl,      cl,     dl ,     Ik 


Les  arrangements  deux  à  deux  que  chaque  lettre  a  formés  avec  les 
m — 1  lettres  qui  restent,  se  trouv  nt  tous  dans  une  même  colonne 
verticale. 

Dans  la  formation  du  tableau  précédent,  aucun  arrangement  deux  à 
deux  n'a  été  omis;  car,  par  la  manière  dont  nous  avons  procédé,  on 
a  écrit  successivement  à  la  suite  de  ch?que  lettre  les  m  —  1  autres 
lettres;  aucun  arrangement  n'a  été  répété;  car  les  arrangements  qui 
se  trouvent  sur  une  même  colonne  horizontale  diffèrent  tous  par  la 
première  lettre,  et  ceux  qui  sont  sur  une  même  colonne  verticale  dif- 
fèrent tous  par  la  dernière  lettre. 

Mais  chaque  arrangement  un  à  un  a  fourni  m  —  1  arrangements 
nouveaux;  les  m  arrangements  un  à  un  ont  donc  fourni  un  nombre 
d'arrangements  deux  à  deux  marqué  par  m[m  —  1). 

En  représentant  par  A*  le  nombre  des  arrangements  deux  à  deux 

on  aura  : 

A*  =  m  (m  —  iy 
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458.  Pour  obtenir  les  arrangements  de  m  lettres  trois  à  trois,  il 
faut  écrire  successivement  à  la  suite  de  chaque  arrangement  deux  à 
deux  chacune  des  m  —  2  lettres  qui  ne  font  point  partie  de  cet  arran- 
gement; on  a  ainsi  : 


abc, 

acb, 

,     bac , 

.,    cab, 

abd, 

acd, 

,     bad, 

bcd.... 

,    cad, 

cbd 

abe, 

ace, 

.,    bae , 

,    cae, 

abl,     acl,     adl ,     bal,     bel ,     cal,     ebl 

Les  arrangements  trois  à  trois  que  chaque  arrangement  deux  à 
deux  a  formés  avec  les  m  —  2  lettres  qui  restent ,  se  trouvent  tous 
dans  une  même  colonne  verticale. 

Nous  prouverions  comme  précédemment  que,  dans  la  formation  du 
tableau  ci -dessus,  aucun  arrangement  n'a  été  omis,  aucun  arrange- 
ment n'a  été  répété.  Mais  chaque  arrangement  deux  à  deux  a  fourni 
m  —  2  arrangements  nouveaux;  les  m[rn  —  1)  arrangements  deux  à 
deux  auront  donc  donné  un  nombre  d'arrangements  trois  à  trois 
marqué  par  m[m —  l)(m  —  2).  • 

En  représentant  Aw   le  nombre  des  arrangements  des  m  lettres 

trois  à  trois ,  on  aura  : 

Am  =  m(rn  —  l)(m  —  2) 

D'où  l'on  conclut  la  loi  suivante  : 

457.  Le  nombre  des  arrangements  n  à  n  de  m  objets  est  donné 
par  un  produit  de  n  facteurs,  dont  le  premier  est  m,  les  autres 
diminuent  successivement  de  1. 

Ainsi  le  nombre  des  arrangements  de  8  objets  5  à  5  sera  : 

A»  =8x7x6x5x4  =  6720 
En  général  : 

kn  =  m[m  —  \){m  —  2)  (m  —  3) m  —  {n  —  \) 

Calcul  du  nombre  des  permutations. 

458.  Si  l'on  veut  obtenir  le  nombre  des  permutations,  il  faut  cal- 
culer celui  des  arrangements  des  m  lettres  m  km  (n°  452). 

En  appelant  Pm  ce  nombre  des  permutations,  on  aura  : 
Pm  =  Am  =  m{m  —  \){m  —  2)  (m  —  3) 3.2.1 

ou  bien ,  en  écrivant  les  facteurs  dans  Tordre  inverse, 

Pm  =  1.2.3.4.5 m 

Ainsi  le  nombre  des  permutations  qu'on  peut  faire  avec  cinq  lettres 

GSt  ' 

P»<=1.2.3.4.5  =  120 
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Calcul   du  nombre   des   combinaison*. 

459.  La  formule  qui  donne  le  nombre  de  combinaisons  de  m  objets 
n  à  n  se  déduit  de  la  formule  des  arrangements  et  de  celle  des  per- 
mutations. 

Représentons  par  Cm  le  nombre,  supposé  connu ,  des  combinaisons 

de  m  objets  n  à  n.  En  permutant  les  n  objets  qui  entrent  dans  cha- 
cune de  ces  combinaisons,  on  aurait  tous  les  arrangements  de  m  objets 
n  à  n;  aucun  arrangement  ne  sera  omis,  puisque  nous  formons  suc- 
cessivement tous  ceux  qu'une  même  combinaison  peut  fournir;  d. 
plus,  aucun  arrangement  ne  sera  répété,  car  chacune  des  combinai- 
sons contient  au  moins  un  objet  qui  ne  se  trouve  pas  dans  les  autres. 
Or,  chaque  combinaison  renfermant  n  objets  fournira  entre  ces 
n  objets  un  nombre  de  permutations  représenté  par  Pn .  Donc  le 
nombre  des  arrangements  des  m  objets  n  à  n  s'obtiendra  en  faisant 
le  produit  des  combinaisons  n  k  n  des  m  objets,  par  les  permuta- 
tions de  n  objets. 

Ainsi  A*«=C»xP» 

■         • 

,  .     ™_  A?  _  tn(m-l)(m-2)(m-3) [m-(n-l)] 

dou     ^H~pn-  1.2.3.4.5.6 n 

460.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  n  à  n  est  le  même 
que  celui  des  combinaisons  de  m  objets  pris  m  —  n  à  m  —  n. 

En  effet,  supposons  les  m  objets  réunis  dans  un  même  lieu  ;  chaque 
fois  que  l'on  en  prendra  n  on  aura  une  combinaison  n  à  n  entre  les 
m  objets;  mais  chaque  fois  aussi  les  m  —  n  objets  restant  formeront 
eux-mêmes  une  combinaison. 

Donc,  s'il  y  a  Cm  combinaisons  des  m  objets  n  à  n,  il  y  aura  un 

nombre  égal  de  combinaisons  des  m  objets  pris  m  —  n  à  m — n. 


Formule  du  Linôme. 


461.  Nous  avons  vu  (n°  28)  que,  pour  faire  le  produit  d'un  poly- 
nôme par  un  polynôme,  on  multiplie  tous  les  termes  du  multiplicande 
par  chacun  des  lermss  du  multiplicateur. 

D'après  cela,  le  produit  d'un  polynôme  par  un  polynôme  se  com- 
posera des  produits  deux  à  deux  des  termes  du  multiplicande  et  du 
multiplicateur;  c'est-à-dire  que  dans  chaque  terme  du  produit  entrera 
un  terme  du  premier  facteur  et  un  terme  du  second. 

Si  l'on  multiplie  ce  produit  par  un  troisième  polynôme,  on  obtiendra 
pour  résultat  un  polynôme  dont  les  termes  seront  encore  les  produits 
deux  à  deux  des  termes  du  premier  produit  et  du  troisième  polynôme, 
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ce  seront,  par  suite,  les  produits  trois  à  trois  des  termes  des  trois 
polynômes,  et  dans  chaque  terme  entrera  un  terme  du  premier  fac- 
teur, un  du  second  et  un  du  troisième. 

En  multipliant  ce  résultat  par  un  quatrième  polynôme,  on  obtien- 
drait un  produit  dont  les  termes  seraient  les  produits  quatre  à  quatre 
des  termes  des  quatre  polynômes. 

En  général ,  si  l'on  a  n  polynômes  à  multiplier  entre  eux,  les  termes 
du  produit  seront  les  produits  n  h  n  des  termes  des  n  polynômes;  e.1 
dans  chaque  terme  du  produit  il  entrera  un  terme  du  premier  fac- 
teur, un  du  second,  un  du  troisième ,  un  du  n*m«. 

462.  Soit  maintenant  à  effectuer  le  produit  de  m  facteurs  binômes. 

{x  +  a){x  +  b)(x  +  c){x  +  d) (x  +  l) 

Ce  produit,  que  nous  supposons  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  x,  sera  la  somme  des  produits  obtenus  en 
prenant  m  à  m  les  termes  des  m  binômes;  c'est-à-dire  que  chaque 
terme  du  produit  contiendra  un  terme  de  chacun  des  m  facteurs. 

On  aura  le  premier  terme  du  produit  en  prenant  le  premier  terme 
de  chacun  des  m  facteurs  binômes ,  ce  qui  donnera  : 

x.x.x.x ou    xm 

En  prenant  le  second  terme  o  dans  le  premier  facteur  et  le  premier 
dans  les  m  —  1  facteurs  qui  restent,  on  aura  ax™-*. 

En  prenant  le  second  terme  6  dans  le  second  facteur  et  le  premier 
dans  tous  les  autres,  on  aura  6a?»-1. 

En  prenant  le  second  terme  c  dans  le  troisième  facteur  et  le  premier 
dans  tous  les  autres,  on  aura  cxm~i. 

Et  ainsi  de  suite. 

Le  second  terme  du  produit  sera  du  degré  m  —  1  par  rapport  à  x, 
fit  aura  pour  expression  : 

(a  -f  b  +c  +  d +  l)x*-i 

Si  Ton  représente  par  Sj  la  somme  des  m  termes  contenus  dans  la 
parenthèse,  on  a  :  SiXm_1. 

463.  En  prenant  le  second  terme  dans  deux  facteurs  quelconques  e* 
le  premier  dans  les  m  —  2  qui  restent,  on  aura  des  produits  tels  que  ■ 

a6xm-s,    acxm~*,     adxm~z,    aexm~*,    afxm~t 

bcx™-*,     bdx"*-*,    bcx™-*,     bfxm~* 

cdxm~i,     cexm~i>     cfxm~'2 


La  somme  de  tous  ces  termes  du  degré  m  —  2  par  rapport  à  as, 
formant  le  second  terme  du  produit,  aura  pour  expression  : 

[ab  +  ac  +  ad +  le  +  bd  +  be +  cd  +  ce  +  ef-.....)xm~'î 

On  voit  (453}  que  le  coefficient  de  a;*1-2  est  la  somme  des  combi- 
naisons deux  à  deux  des  m  termes  a,  b,  c...,  I. 
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Si  l'on  désigne  par  S,  la  somme  de  ces  combinaisons,  le  troisième 
terme  du  produit  sera  :  Sixm~i. 

464.  En  prenant  le  second  terme  dans  trois  facteurs  quelconques  et 
le  premier  dans  les  m  —  3  qui  restent,  on  aura  des  produite  tels  que; 

abcx™-3,    abdxm-3,    abexm~3 

acdxm~3,    acexm~3,     acfxm~3 


bcdxm~3,    bcexm~3,      bcfxm~3.. 
bdexm~3,    bdfxm~3,    bdgxm~3. 


cdex™*3,     cdfxm-3,     cdgx" 


La  somme  de  tous  ces  termes  du  degré  m  —  3  en  x,  formant  le 
quatrième  terme  du  produit,  aura  pour  expression  : 

[abc-\-  abd -\-acd  +  ace +  bcd  +  bce )xm~3 

On  voit  (453)  que  le  coefficient  de  xm~3  est  la  somme  des  combi- 
naisons trois  à  trois  des  m  termes  a,  b,  c ,  l. 

Si  l'on  désigne  par  S3  la  somme  de  ces  combinaisons,  le  quatriè-me 
terme  du  produit  sera  S3xm~3. 

465.  En  général,  si  l'on  prend  le  second  terme  dans  n  quelconques 
des  facteurs  et  le  premier  dans  les  m  —  n  qui  restent ,  on  formera  le 
terme  n  +  l*m*  du  produit;  ce  terme  sera  du  degré  m  —  1  en  x  et 
aura  pour  coefficient  la  somme  des  combinaisons  n  à  n  des  m  termes 
<*,  b,  c, L 

Si  l'on  désigne  par  S»  la  somme  de  ces  combinaisons,  le  n  +  limt 
terme  du  produit  sera  S»  xm-n. 

En  prenant  le  premier  terme  dans  un  des  'acteurs  et  le  second  dans 
les  m  —  1  qui  restent,  on  aura  des  produits  tels  que  : 

(bxcxd l)x,     [axcxd l)x,     (axbxd l)x 

La  somme  de  tous  ces  termes  du  degré  1  en  x,  formant  le  n6»* 
terme,  ou  l'avant -dernier  du  produit,  aura  pour  expression. 

[bxcxd +  axcxd +axbxd )x 

On  voit  (453)  que  le  coefficient  de  x  est  la  somme  des  combinai- 
sons m  —  1  à  m  —  1  des  m  termes  a,  b,  c ,  l. 

Si  l'on  désigne  par  Sm_!  la  somme  de  ces  combinaisons,  le  m*»» 
terme  du  produit  sera  Sm_iX. 

Enfin ,  on  aura  le  dernier  terme  du  produit  en  prenant  le  dernier* 
terme  de  chacun  des  m  facteurs,  ce  qui  donnera  :  abcd m. 

Ce  terme  du  degré  zéro  en  x  se  représente  par  S„. 

466.  Le  produit  de  m  facteurs  binômes  se  développe  donc  comme 
il  suit  : 

x*-r-SiX»-1  +  S,x'"-5 S.x--« S^-jX  +  S»         (1) 
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Le  terme  général,  c'est-à-dire  le  n  +  lèB*  du  développement,  est  : 
S„xm-» 

467.  Supposons  maintenant  que  les  seconds  termes  des  m  facteurs 
binômes  soient  les  mêmes  dans  tous  ces  facteurs. 

Le  produit  (x  +  a)(x  +  b)(x  +  c) (x  +  l)  sera  (x  +  a)m. 

Cherchons  ce  que  deviendra  le  développement  ci-dessus  (1),  si 

a  =  b  =  c  =  d =  l 

La  somme  St  dont  la  valeur  est  a  +  b  +  c...  +  l  deviendra  ma. 

St  désignera  toujours  la  somme  des  combinaisons  deux  à  deux  de 

m  quantités;  il  y  aura  — \~ô —     combinaisons  (459),  et  chacune 

d'elles  valant  o*,  S,  vaudra  : 

m{m  —  1)     . 
O        a 

S,  désignera  la  somme  des  combinaisons  trois  à  trois  de  m  quan- 
tités; il  y  aura  — - — Toi  ~  combinaisons,  et  chacune  d'elles 
valant  a3,  S3  vaudra  : 

mjm  —  l)(m  —  2)    , 
1.2.3  a 

468.  En  général,  S»  désignant  la  somme  des  combinaisons  n  h  n 

.  ,     .,  m{m  —  \){m  —  2) \m  —  1  (n  —  1)] 

de  m  quantités;  a  y  aura 1  2  3  4       n com" 

binaisons,  et  chacune  d'elles  valant  an,  S„  vaudra  : 


,{m —  l)(m  — 2) [m  —  n(n —  1)] 

1.2.3.4.....n 


o» 


S*-1  désignant  la  somme  des  combinaisons  m  —  1  à  m— 1  de 
m  quantités,  il  y  aura  m  combinaisons  (n°  460),  et  chacune  d'elles 
valant  am~i ,  Sm_i  vaudra 

Sw  désignant  le  produit  abcd I,  deviendra  a". 

On  aura  donc  : 

i„  i     \.        «  i  m      mi,  m(m  —  i)   «_J-_»  ,  mfm  —  l)(m — 2)    ,  _,. 
(  x  +  a  )"  =  xm  +  -j-aas*»-1  H — ^— ^ — -aîas*»-*  H * — T~23 o3œm_s 

m{m— l)(m— 2)(m  —  3)...  [m  —  (n  — 1)1  m 

«.— ! 1   23  4     w  l ^  a»x"-»...y  a«-*x-r-a'" 

469.  Telle  est  la  formule  découverte  par  Newton  et  qui  est  connue 
bous  le  nom  de  formule  du  binôme;  elle  permet  d'écrire  immédiate- 
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ment  une  puissance  quelconque  d'un  biûôme  donné  sans  passer  par 
les  puissances  inférieures. 

Cette  formule  contient  m  + 1  termes,  m  étant  l'indice  de  la  puis- 
sance à  obtenir:  son  terme  général  est  le  n  +  léœe  du  développement; 
ii  a  pour  expression  (n°  466). 

m  (m  —  1 }  (  th  —  2)'  m  —  3] [m  —  'n  —  1 }  Ta" x*- " 

i  .2.3.4.  n.... 

470.  Remarque».  I.  Les  termes  extrêmes  xm  et  am  du  développement 
ont  le  même  exposant;  c'est  l'indice  de  la  puissance  du  binôme.  Dans 
les  autres  termes,  les  exposants  de  x  diminuent  graduellement  de 
1,  tandis  que  ceux  des  a  augmentent,  de  sorte  que  la  somme  des 
exposants  de  x  et  de  a  dans  un  même  terme  est  toujours  m.  Nous 
avons  déjà  reconnu  cette  loi  (n°  450). 

471.  II.  Les  coefficients  des  termes  également  distants  des  extrêmes 
sont  égaux;  car  le  terme  qui  a  n  termes  avant  lui  a  pour  coeili- 
cient  5„  ou  Cm,  et  le  terme  qui  a  n  termes  après  lui,  c'est-à-dire 

m  —  n  avant  lui,  pour  coefficient  Sm_»  ou  C"_B. 
Or  (n*  460]  cr-C»-«-    Donc- 

472.  Il  résulte  de  cette  remarque  que  lorsque  l'on  a  trouvé  les 
coefficients  de  la  moitié  des  termes  du  développement,  on  peut  se  dis- 
penser de  calculer  les  autres. 

473.  III.  Pour  obtenir  un  coefficient  d'un  terme  quelconque,  il  faut 
multiplier  l'exposant  de  x  dans  le  terme  qui  précède,  par  le  coeffi- 
cient de  ce  terme,  et  diviser  le  produit  par  le  rang  qu'occupe  ce  même 
terme. 

En  effet ,  le  terme  général  étant 

m  [m  —  l)(m  —  2)' m  —  3) [m  —  (n  —  2',][m  —  (n  —  1  ;]a"x'»-» 

1.2.3.4 [n—  l)n 

le  terme  qui  précède  sera  : 

m   m  —  1)  (m  —  2)  [m  —  3) [m  —  [n  —  2)]a»-<x'»-<''-»> 

1.2.3.4 (n  — 1) 

D'où  l'on  voit  que  le  coefficient  du  terme  général  égale  le  coefficient 
du  terme  qui  précède,  multiplié  par  *— *■ .  Donc 

474.  D'après  cela,  le  binôme  (x  +  a}6  aura  pour  développement: 

[x  +  a  )«  =  x6  +  fax*  +  15a*x*  +  20a*x3  +  15a*x*  +  6a5x  -f  a« 

Le  coefficient  d'un  terme  quelconque,  le  quatrième,  par  exemple, 
a  été  obtenu  en  multipliaDt  4,  exposant  de  x,  par  15,  coefficient  de  a 
dans  le  troisième  terme,  et  ce  produit  a  été  divisé  par  3. 
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475.  Si  le  binôme  dont  on  cherche  le  développement  est  une  diffé- 
rence, on  se  rappellera  que  les  puissances  paires  d'un  nombre  négatif 

:  sont  positives ,  et  les  puissances  impaires  sont  négatives. 
Le  développement  (x  —  a)E  sera  : 

(  x  —  a)s  =  xi  —  5oœ*  -f-  10a*cc3  —  lOa'a:*  +  5a*œ  —  a5 
On  voit  que  les  termes  de  rang  impair  sont  seuls  positifs;  les  terme» 
de  rang  pair  sont  négatifs,  parce  que  — a  y  entre  à  une  puissance 
impaire. 

476.  Si  dans  l'expression  (x  +  a)"  on  fait  œ  =  l  et  o  =  l,  le  déve- 
loppement se  réduit  aux  coefficients  des  termes ,  et  l'on  a  : 

[i+vr=2~=i+f+^^+-^^^- f+i 

Ainsi  la  somme  des  coefficients  des  termes  du  développement  de  la 
puissance  m*mt  d'un  binôaie  est  2™. 

477.  Retranchons  des  deux  membres  le  premier  coefficient  1  qui  ne 
désigne  pas  une  combinaison ,  il  vient  : 

2«  —  1  =  C7  +  C£  +  C£ C* c*_1  +  c^ 

Ainsi  la  somme  de  toutes  lea  combinaisons  qu'on  peut  faire  avec 
m  objets  en  les  prenant  un  à  un,  deux  a  deux,  trois  à  trois!.,  m  à  m, 
est  égale  à  2m  —  1. 

Enfin,  si  dans  le  binôme  (ce  —  a)m  on  fait  a  =  l  et  cb=1,  le  déve- 
loppement se  réduit  à  des  coefficients  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs (n°  475),  et  leur  somme  algébrique  est  (1  —  1)"*  ou  zéro. 


Triangle  de  Pascal. 

478.  On  peut  trouver  immédiatement  les  coefficients  des  puissances 
successives  d'un   binôme  en  consultant  le  tableau  suivant,   aj 
triangle  arithmétique  ou  de  Pascal. 

1        1 


i 

2 

1 

1 

3 

3 

1 

1 

4 

6 

4 

1 

i 

5 

10 

10 

5 

1 

î 

6 

15 

20 

15 

6 

1 

i 

7 

21 

35 

35 

21 

7 

1 

1 

8 

28 

56 

70 

56 

28 

8 

1 

i 

9 

36 

84 

126 

126 

84 

35 

9 

1 

1 

10 

45 

120 

210 

252 

210 

120 

45 

10 

1 

1 

11 

55 

165 

330 

462 

462 

330 

165 

55 

11 
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La  première  colonne  horizontale  renferme  les  coefficients  de  la  pre- 
mière puissance  du  binôme; 
La  deuxième,  les  coefficients  de  la  deuxième  puissance; 
La  troisième,  les  coefficients  de  la  troisième  puissance; 
La  nimt,  les  coefficients  de  la  ném#  puissance. 

479.  Pour  former  ce  tableau,  on  écrit  un  certain  nombre  de  foie 
1  sur  une  même  colonne  verticale. 

On  obtient  une  deuxième  colonne  en  écrivant  la  suite  des  nombres 
naturels  1 .2.3.4 

Pour  former  la  troisième  colonne,  on  écrit  1  en  regard  du 
nombre  2,  puis  on  ajoute  chacun  des  nombres  de  la  deuxième  colonne 
au  nombre  qui  est  à  la  même  hauteur  dans  la  colonne  suivante,  et 
on  dit  : 

2+  1=  3,    qu'on  écrit  au-dessous  de      1 
3+   3=  6  «  «  3 

4  +   6  =  10  .  .  6 

5  +  10  =  15  «  «  10 


I 


Pour  former  les  autres  colonnes,  on  procède  de  la  même  manière  : 
ainsi,  pour  la  quatrième  on  écrit  1  en  regard  du  3,  et  on  dit  : 

3+   1=  4,  qu'on  écrit  au-dessous  de  1 

6+4  =  10               €                    «  4 

10  +  10  =  20               «                    •  10 

15  +  20  =  35               •                    •  20 


§  IV.  —  Sommation  des  piles  de  boulets. 


480.  Proposons -nous  d'abord  de  calculer  la  somme  des  carrés  des? 
n  premiers  nombres  entiers. 
On  a: 

1»  = 1 

2»  =  (1  +1)3  =  11  +  3. l»  +  3. 1  +  1 

33  =  (2 +  1)3  =  2»  +  3.2*  +  3.2  +  1 

43  =  (3 +  1)3  =  33 +  3.3» +  3.3  +  1 

53  =  (4 +  1)3  =  43 +  3. 4» +  3.4  +  1 


(n  +  l)3  =  (n  +  l)3  =  n3  +  3n*  +  3n+l 

Ajoutons  membre  à  membre  ces  égalités,  les  cubes  intermédiaires 
se  détruisent,  et  l'on  a  : 

ln  +  l)3_l  =  3(l  +  2»  +  3î  +  4î...n«)+3(l+2  +  3...n)  +  n 
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Appelons  Sn  la  somme  1  +  2*  +  3*  -f  4»...  des  carrés,  et  rempla 
çons  1  +  2  +  3  +  4...  +  n  par  sa  valeur  (n  +  ,1)n  # 

(n  +  1)3-l=3S8„+^(n  +  l)  +  n 

n3  +  3nî  +  3n+ !  _î  _iji  _  ^L  _,2==3S« 

d'où  S*  =  2n3  +  3n*  +  n  ^-  n(2ni  +  3n  +  \)       n(n  +  l)(2r. 4-1  \ 
6  6  6 

481.  Remarque  I.  Si  l'on  divise  par  n3  la  formule 

0»       2n3  +  3n»  +  n 

b"=  6" 

on  trouve  : 

_SJL_^n«_      _3n»         n 
n3         6n3  +   6n»  +  6n*~ 

OU  Sn     —  JL  _1_  _L_  _|_      * 

n3  —  3  +  2n  +  6n> 

Si  n  croît  indéfiniment  de  manière  à  dépasser  toute  grandeur  don- 
J_       J_ 
2n  el  6n* 


1  1 

née,  les  termes  -g —  et  -g— 5-  tendent  vers  zéro,  et  la  formule 


&»»        3»»  <        n  l+2«  +  3«  +  4» +  n»  S* 

BSF  +  "ênâ-  +  W  ou ^ ou    ^ 

4 
a  pour  limite  -ç-. 

482.  Remarqa*  II.  Puisque  la  somme  des  carrés  des  n  premiers 

.                                      2n»  +  3n«  -f-  n 
nombres  est  — g — ! — 

on  aura  la  somme  des  carrés  des  n  —  1   premiers  nombres  en  re- 
tranchant de  cette  formule  n*  carré  du  n*mt  nombre, 

2n«    .    3n*    ,    n         , 
-6-  +  -6-+6-n, 

2n3        3n»    .    n 
on  -g g-  +  -g- 

« 

Si  l'on  divise  les  trois  termes  par  n3,  la  limite  sera  encore  4-»  lors- 
que n  croîtra  indéfiniment. 

Pile  carrée. 

483.  Considérons  maintenant  une  pile  carrée  de  boulets;  cette  pile 
»ura  à  sa  base  un  carré  ayant,  par  exemple,  cin    boulets  de  côté ,  ce 
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carré  sera  surmonté  d'un  autre  carré  ayant  quatre  boulets  de  côté  ;  ce 

troisième   carré   sera  surmonté   lui- 
"\/^"^\/^\  même  d'un  autre  ayant  trois  boulets 

de  côté,  el  ainsi  de  suite,  de  sorte 
que  l'avant -dernière  tranche  sera 
formée  par  un  carré  ayant  deux  bou- 
lets de  côté,  et  la  pile  se  terminera 
par  un  seul  boulet. 

La  somme  des  boulets  d'une  pile 
carrée  ayant  n  boulets  de  côté  sera 
donc  la  somme  1  +  2*  +  3*  +  4*...  +  n» 
des  carrés  des  n  premiers  nombres , 
et  nous  avons  tu  n»  480  que  cette 
somme  est 


n(n  +  l)(2n  +  l) 
6 


(1) 


Pile   rectangulaire. 


484.  Une  pile  rectangulaire  est  formée  de*  la  manière  suivante. 

La  base  est  un  rectangle  de  m  boulets  sur  n,  m  étant  plus  grand 
que  n;  sur  ce  rectangle  est  placé  un  autre  rectangle  ayant  m — 1 
boulets  sur  n  —  1  ;  sur  ce  dernier  rectangle  >;st  placé  un  troisième 
rectangle  ayant  m  —  2  boulets  sur  n  —  2,  et  ainsi  de  suite  :  le  som- 
met de  la  pile  est  formé  par  une  ligne  de  m  —  (n  —  1)  boulets. 


Une  telle  pile  peut  être  décomposée  en  une  pile  carrée  ADFE  ayant 
n  boulets  de  côté  et  une  pile  E'BICF'H  formée  de  m  —  n  tranches 
obliques  telles  que  BIC,  ayant  elles-mêmes  chacune  1  +2  +  3...  +  n 
boulets. 

La  pile  carrée  ayant  n  boulets  de  côté  renferme  un  nombre  de  bou- 
lets marqué  par 

n(n  +  l)(2n  +  l) 
1£ 
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Une  tranche  oblique  BIG  de  la  pile  E'BÎCF'H  contient 
l+2  +  3  +  4  +  ...n    ou     (n  +  1)n  boulets 

les  m  —  n  tranches  en  contiendront 

(m  —  n){n  +  1  )n 
2 

la  somme  totale  des  boulets  sera  donc 

n(n  +  l)(2n  +  l)    ,    (m— n)(n  +  l)n 

fi  r  o  ' 
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n(n  +  l)( 


2n  +  l 


+  ■ 


w(n  +  l)(3m  —  n  +  1) 
6 


(2} 


Pile  triangulaire. 


485.  Une  pile  triangulaire  se  compose  de  boulets  arrangés  en  forme 
de  triangles  équilatéraux  superposés.  Si  le  triangle  inférieur  a  n  bou- 
lets de  côté ,  celui  qui  le  précède  en  a  n  —  1 ,  l'autre  n  —  2 ,  et  ainsi 
de  suite,  de  telle  sorte  que  la  pile  se  termine  par  un  seul  boulet. 

La  sommation  de  la  pile  triangulaire  se  déduit  de  celle  de  la  pile 
carrée. 


Une  pile  carrée  ABCD  se  décompose  en  deux  piles  triangulaires 
ABD  et  CEF,  l'une  ayant  n  boulets  de  côté,  et  l'autre  n  —  1. 
Cette  dernière  pile  aura  donc,  de  moins  que  la  première,  un  triangle 

équilatéral  de  n  boulets  de  côté,  soit  1  +  2  +  3...  +  n    ou  ■      \      ■ 

boulets. 

Si  nous  ajoutons  ce  nombre  de  boulets  à  la  pile  carrée,  cette  der- 
nière équivaudra  A  deux  niles  triangulaires  de  n  boulets  de  côté. 
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Appelons  S  la  somme  des  boulets  d'une   pile  triangulaire,  noua 

aurons  : 

nfn  +  D(2n  +  l)     ,    n(n  +  1)  _  n(n  +  1  )(2n  +  4) 
ib  — g  -r-  2  —  g 


d'où 


s=n(n  +  l)(n  +  2?  (3) 


486.  Applications-  1°  Trouver  le  nombre  de  boulets  d'une  pile  trian- 
gulaire de  40  boulets  de  côté. 
La  formule  (3)  donne ,  en  remplaçant  n  par  40 

40><461X42  =11480 

2°  Combien  une  pile  carrée  renferme -t- elle  de  boulets,  sachant  que 
chaque  côté  en  a  20? 
La  formule  (1)  donne,  en  remplaçant  n  pat  20  : 
20X2JX41    ^287Q 

3*   Trouver  le  nombre  de  boulets  que  contient  une  pile  rectangu- 
laire, sachant  que  la  base  a  25  boulets  sur  20. 
La  formule  (2)  donne,  en  remplaçant  m  par  25  et  n  par  20 
20x21x56  =392Q 


g  V.  —  Des  logarithmes  considérés 
comme  exposants. 

Préliminaires. 

487.  Théorème  I.  La  fonction  ax  est  continue. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir  que  l'on  peut  donner  à  x 
un  accroissement  h  assez  petit  pour  que  la  fonction  a*  croisse  d'aussi 
peu  que  l'on  voudra. 

Soit  m  une  valeur  commensurable  de  x;  si  l'on  donne  à  m  un 
accroissement  h  suffisamment  petit,  la  différence 

sera  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
En  effet,  cette  différence  peut  s'écrire 

a«+A_a<n  =  am(ak  —i)  (1) 

or  am  est  une  quantité  déterminée  qui  ne  tend  ni  vers  zéro ,  ni  vers 
l'infini;  l'expression  (1)  tendra  ver6  zéro  en  même  temps  que  (a*  —1). 
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Par  hypothèse,  h  étant  très  petit,  on  peut  poser  A  =  — ,  et  il  suffit 

de  démontrer  qu'on  a  a  »  —  1  <  a 

la  quantité  a  étant  aussi  petite  que  l'on  veut. 
X 
De  a  "  —  i  <  a  on  tire 

j_ 
a»  <1  +a 

a<(l+a)" 

Comme  1  +  a  est  plus  grand  que  1,  (1-f-ac)*  croîtra  indéfiniment 
(n°330)  avec  n;  l'inégalité  précédente  peut  donc  toujours  être  véri- 
fiée, et  comme  h  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment, 
l'accroissement  se  fait  par  degrés  insensibles,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 

488.  Théorème  II.  La  fonction  a=  ne  prend  qu'une  seule  fois  la 
même  valeur. 

Nous  venons  de  voir  que  la  fonction  a*  est  continue;  c'est-à-dire 
que  si  l'on  fait  croître  x  d'une  valeur  a  à  une  valeur  [3 ,  cette  fonction 

prendra  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  aa  et  a  P,  de  sorte 
que  si  l'on  suppose  o>0  et  que  l'on  fasse  varier  x  d'une  manière 
continue  de  0  à  +oC,  a"  prendra  toutes  les  valeurs  depuis  1  jus- 
qu'à +  OC;  et  si  l'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  depuis  0  jusqu'à 
— oC,   la  fonction  ax  prendra  toutes  les  valeurs  depuis  1  jusqu'à 

0,  car  a°=l  et  <*-«  =  -^-  =  0. 

Donc  si  x  varie  de  —  oC  à  +  oC ,  la  fonction  a*  prend  toutes  les 
valeurs  depuis  0  jusqu'à  -f-oC;  mais  cette  fonction  ne  peut  passer 
qu'une  seule  fois  par  chaque  valeur. 

En  effet,  supposons  que  a*  ait  pris  deux  valeurs  égales  pour  x  =  a 
et  *  =  a',  de  sorte  que  l'on  ait  a*  =  aa'. 

Nous  pourrons  tirer  -^—r  =  1  =  aa-a'  ;  or  cette  dernière  expression 
a« 
ne  peut  valoir  1  qu'autant  que  l'exposant  de  a  est  nul,  c'est-à-dire 
qu'il  faut  qu'on  ait  a  =  a'. 

Donc  la  fonction  ne  prend  qu'une  fois  la  même  valeur. 

Des   logarithmes   algébriques. 

489.  Lorsqu'on  a  a*  =  6,  on  dit  que  x  est  le  logarithme  de  b  dan» 
le  système  dont  la  base  est  a,  et  on  écrit  03  =  log.  b.  D'après  ce  qui 
précède,  on  voit  que  tout  nombre  positif  a  un  logarithme  et  un  seul. 

490.  Définition.  On  appelle  logarithme  d'un  nombre  l'exposant  de 
la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  autre  nombre  appelé  base 
pour  reproduire  le  nombre  donné. 
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494.  ProprUtéa  des  logarithmes  algébrique*-  Les  logarithmes  algé- 
briques ont  les  mêmes  propriétés  que'  les  logarithmes  arithmétiques. 

!•  Le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  log.  des  fac- 
teurs. 

Soient  a*  =  b,  a'  =  c,  a'  =  d;  on  a  a*+«+*  =  6cd,  et  par  défini- 
tion, y  +  x  +  1  sera  le  log.  de  bcd;  donc... 

2»  Le  logarithme  d'un  quotient  est  égal  à  la  différence  des  log.  du 
dividende  et  du  diviseur. 

Soient  a*  =  b,  a»  =»  c;  on  a  — —  =  —  =  a*-»,  et  par  définition 

x  —  y  sera  le  log.  de  — ;  donc... 

3°  Le  logarithme  de  la  n*™»  puissance  d'un  nombre  est  égal  à  n  fois 
le  log.  de  ce  nombre. 

Soit  a*  =  b;  on  aura  anx  =  6",  et  nx  sera  le  log.  de  6";  donc... 

4«  Le  logarithme  d'une  racine  est  égal  au  log.  du  nombre  divisé 
par  l'indice  de  la  racine. 

m  J_  JL  -L  x 

Soit  a*  =  b,  </b  =  bm  i   par    BUlte  »   a  m  =  °  m ,  et  —  sera  le  log. 

m 

de  yH. 

5»  Dans  un  système  quelconque  de  logarithmes ,  le  nombre  1  a  séro 
pour  logarithme ,  et  la  base  a  du  système  a  1  pour  logarithme. 

En  effet,  quel  que  soit  a,  on  a  a0  =  1  ;  donc  log.  1  =  0  et  a1  =  a; 
donc  log.   a  =  l.    On  peut  aussi  conclure  que  log.  0  =  —  OC;   car 

492.  Identité  des  logarithme*  arithmétique!  et  algébrique*.  Considé- 
rons la  fonction  a*.  Donnons  à  x  des  valeurs  successives  0,  1,  2,  3, 
4 m,  la  fonction  prendra  les  valeurs  respectives  : 

1 ,  a,  a1,  a3,  a* a" 

dont  les  logarithmes  seront 

0,  1,  2,  3,  4 m 

Or  la  première  suite  forme  une  progression  géométrique  commençant 
par  1 ,  et  la  seconde  suite  une  progression  arithmétique  commen- 
çant par  zéro.  Donc,  d'après  la  définition  arithmétique,  ces  deux 
suites  forment  un  système  de  logarithmes  (n#  351 J. 

Considérons  les  deux  progressions  : 

-K-l  '.  g  '.  q*  '.  q3  '.  q* ;    qm q* 

■rO  .  r  .  2r  .  3r  .  4r mr nr 

qu;  définissent  un  système  de  logarithmes.  Si  l'on  suppose  que  q*  soi* 
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la  base  du  système,  on  aura  mr=l  (n*  363),  d'où  r  =  — ;  de  plus, 

j_ 
si  l'on  fait  q<*  =  a,  on  aura  q  =  ant. 

Remplaçant  r  et  q  par  ces  valeurs  dans  les  deux  progressions,  on 
aura  : 

J.       A      JL      A.          j?.  jl 

■H-l  :  a"  '.  am  '.  am  \am a  m a" 

•  o    —     —     —     —         —         — 

d'où  l'on  voit  que  les  logarithmes  des  différents  nombres  de  la  pro- 
gression géométrique  sont  précisément  les  exposants  du  nombre  a,  ca 
qui  est  la  définition  algébrique. 

493-  Différents  systèmes  de  logarithmes.  La  base  a  dont  les  expo- 
sants sont  les  logarithmes  des  puissances  correspondantes  n'est  pas 
déterminée,  et  pour  chacune  des  valeurs  de  a  un  même  nombre  a 
autant  de  logarithmes  différents. 

Cependant,  si  l'on  connaît  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  dans 
un  système,  on  peut  facilement  passer  dans  un  autre  système  en  mul- 
tipliant les  logarithmes  du  premier  système  par  un  nombre  constant 
qu'on  appelle  module. 

494.  Du  module.  Théorème.  Les  logarithmes  d'un  mira*  nombre 
dans  deux  systèmes  différents  sont  dans  un  rapport  constant. 

Soient  o*  =  b,  a'"'  =  b.  Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  ces  égalités  dans  le  système  dont  la  base  est  a  et  que 
l'on  désigne  ces  logarithmes  par  L,  on  a  x  =  Lb,  x'La'  =  hb.  Di- 
visons ces  deux  équations  membre  à  membre ,  on  a  — n — r  =  1 ,  et 

par  suite  —  =  -f — y  Donc  — ■  est  un  rapport  constant,  et  c'est  ce 

CC  Lad  «C 

rapport  que  l'on  nomme  module. 

495.  D'après  cela,  on  peut  définir  le  module  comme  il  3uit  :  Le 
module  d'un  système  de  logarithmes  est  l'inverse  du  logarithme  de 
la  nouvelle  base  pris  dans  le  premier  système. 

Les  logarithmes  calculés  par  Néper  ont  pour  base  la  limite  de 


o+^r— «■ 


718281828459. 


Ainsi  le  module  d'un  système  quelconque  de  logarithmes  sera  l'inverse 
du  logarithme  népérien  de  sa  base,  et  il  suffira  de  multiplier  tous  les 
logarithmes  népériens  par  ce  module  pour  avoir  les  logarithmes  de  ce 
système. 


EL. 
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TABLEAU* 


DES  ANNUITÉS  A  PATER  POUR  PRODUIRE  UN  CAPITAL  DÉFINITIF  bS  100  FK 
AU  BOUT  DE  20  ANS,  21  ANS,  22  ANS....  ET  AINSI  DE  SUITE  JUSQU'A 
50  ANS,  AU  TAUX  DE  4  i/4  P.  %,  LES  INTÉRÊTS  SB  CAPITALISANT 
CHAQUE    SEMESTRE. 


Nombre  d'années 

Annuités 

Nombre  d'années           Annuités 

20           .     .     3,222374 

36 

.     1,198960 

21       . 

2,996114 

37 

.    .          1,136382 

22 

2,791 676 

38 

.     .     1,077716 

23 

2,606206 

39 

.     1,022652 

24 

2,437322 

40 

.     .     0,970916 

25 

2,283028 

41 

.    .     0,922254 

26 

2,141628 

42 

.    .     0,876440 

27 

2,011682 

43 

.      0,833270 

28 

1,891 956 

44      . 

.     .     0,792554 

29 

1,781382 

45      . 

.     .     0,754124 

30 

1,679036 

46 

.     .     0,717820 

31 

1,584116 

47 

.     .     0,633504 

32 

1,495916 

48      . 

.     .      0,651 044 

33 

1,413816 

49      . 

.     .     0,620320 

34 

1,337270 

50      . 

.     .     0,591 220 

35      . 

1,265796 

1  Ce  tableau  e3t  extrait  du   Dictionnaire  des  Mathématiques   appliqué*  | 
pcr  M.  H.  Sonnst. 
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TA 


BLE 


DE   LA   MORTALITÉ   EN   FRANCE,   D'APRÈS  DÉPARCIEBI 


Ages 

Vivants 

Ages 

Vivants 

Ages 

Vivants 

Ages 

...  .  | 
Vivants 

0 

1286 

24 

782 

48 

599 

72 

271 

1 

1071 

25 

774 

49 

590 

73 

251 

2 

1006 

26 

766 

50 

581 

74 

231 

3 

970 

27 

758 

51 

571 

75 

211 

4 

947 

28 

750 

52 

560 

76 

192 

5 

930 

29 

742 

53 

549 

77 

173 

6 

917 

30 

734 

54 

538 

78 

154 

7 

906 

31 

726 

55 

526 

79 

136 

8 

896 

32 

718 

56 

514 

80 

118 

9 

887 

33 

710 

57 

502 

81 

101 

10 

879 

34 

702 

58 

489 

82 

85 

11 

872 

35 

694 

59 

476 

83 

71 

12 

866 

36 

686 

60 

463 

84 

59 

13 

860 

37 

678 

61. 

450 

85 

48 

14 

854 

38 

671 

62 

437 

86 

38 

15 

848 

39 

664 

63 

423 

87 

29 

16 

842 

40 

657 

64 

409 

88 

22 

17 

835 

41 

650 

65 

395 

89 

16 

18 

828 

42 

643 

66 

380 

90 

11 

19 

821 

43 

636 

67 

364 

91 

7 

20 

814 

44 

629 

68 

347 

92 

4 

21 

806 

45 

622 

69 

329 

93 

2 

22 

798 

46 

615 

70 

310 

94 

1 

23 

790 

47 

607 

71 

291 

95 

o( 
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TABLE 

03  LA  MORTALITE"  EN   FRANCK,   D'APRÈS  OUTILLAI® 


Ages 

Vivants 

Ages 

Vivants 

Ages 

Vivants 

Ages 

Vivants 

0 

1000000 

28 

451635 

56 

248782 

84 

15175 

1 

767525 

29 

444932 

57 

240214 

85 

11886 

2 

671 834 

30 

438183 

58 

231483 

88 

9224 

3 

624668 

31 

431398 

59 

222603 

87 

7165 

4 

598713 

32 

424583 

60 

213567 

88 

5670 

5 

583151 

33 

417744 

61 

204380 

89 

4686 

6 

573025 

34 

410886 

62 

195054 

90 

3830 

" 

565838 

35 

404012 

63 

185600 

91 

3093 

8 

560245 

36 

397123 

64 

176035 

92 

2466 

9 

553486 

37 

390219 

65 

166377 

93 

1938 

10 

551122 

38 

383300 

66 

156651 

94 

1499 

11 

546888 

39 

376363 

67 

146882 

95 

1140 

fO 

542630 

40 

369404 

68 

137102 

96 

850 

13 

538235 

41 

362419 

69 

127347 

97 

621 

14 

533711 

42 

355400 

70 

117656 

98 

442 

13 

528969 

43 

348342 

71 

108070 

99 

307 

16 

524020 

44 

341235 

72 

98637 

100 

207 

17 

518863 

45 

334072 

73 

89404 

101 

135 

18 

513502 

46 

326843 

74 

80423 

102 

84 

19 

507949 

47 

319539 

75 

71745 

103 

51 

20 

502216 

48 

312148 

76 

63424 

104 

29 

21 

496317 

49 

304662 

77 

55511 

105 

16 

22 

490267 

50 

297070 

78 

48057 

106 

8 

23 

484083 

51 

289361 

79 

41107 

107 

4 

24 

477777 

52 

281 527 

80 

34705 

108 

2 

25 

471 366 

53 

273560 

81 

28886 

109 

1 

26 

464863 

54 

265450 

82 

23680 

110 

0 

27 

458282 

55 
il 

257193 

83 

19106 

1 

t 

i4» 


TABLEAU 

DONNANT   LA   VALEUR   ACTUELLE   D'UNE   RENTE   VIAGÈRE   DE   1    ]<R. 

SUR  LA   TÊTE   D'UNE   PERSONNE   ÂGÉE   DE  n   ANNÉES 

g 

bt  a  4  V2  p-  °/o  >  d'après  la  table  de  DÉPARCiEUi  —  Formule  y5 


1 

Ages. 

Valeur  de  ^P- 

Ages. 

g 
Valeur  de  tA- 

Ages. 

S 
Valeur  de  =£ 

V»    I 

20 

16,62397 

45 

13,16400 

70 

6,22057 

21 

16,54448 

46 

12.91294 

71 

5,92493 

22 

16,46230 

47 

12,67186 

72 

5,64775 

23 

16,37731 

48 

12,41896 

73 

5,37301 

24 

16,28938 

49 

12,17578 

74 

5,10092 

25 

16,19842 

50 

11,92080 

75 

4,83572 

26 

16,10405 

51 

11,67539 

76 

4,55339 

27 

16,00634 

52 

11,44044 

77 

4,28089 

28 

15,90505 

53 

11,19480 

78 

4,02545 

29 

15,80000 

54 

10,93775 

79 

3,76335 

30 

15,69098 

55 

10,69052 

80 

3,53261 

31 

15,57778 

56 

10,43261 

81 

3,31293 

32 

15,46014 

57 

10,16269 

82 

3,1146* 

33 

15,33788 

58 

9,90234 

83 

2,89540 

34 

15,21074 

59 

9,63056 

84 

2,64109 

35 

15,07846 

60 

9,34649 

85 

2,39242 

36 

14,94074 

61 

9,04925 

86 

2,15799 

37 

14,79730 

62 

8,73778 

87 

1,95496 

38 

14,62449 

63 

8,43319 

88 

1,69296 

39 

14,44371 

64 

8,11434 

89 

1,43257 

40 

14,25449 

65 

7,78003 

90 

1,17751 

41 

14,05647 

66 

7,45106 

91 

0,93364 

42 

13,84880 

67 

7,12861 

92 

0,70740 

43 

13,63129 

68 

6,81436 

93 

0,47847 

44 

13,40322 

69 

6,51060 

f 
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TABLEAU 

DONNANT   LA   VALEUR   DE    SB    AU   TAUX   DK  4   P.    % 
ET   D'APRÈS  LA   TABLE    DE   DÉPARCIEUI 


Ages. 

Valeur  de  S» 

Ages. 

Valeur  de  S» 

Ages. 

Valeur  de  S» 

20 

14  601,5768 

45 

8  648,4239 

70 

1  982,0625 

21 

14  379,6400 

46 

8  379,3609 

71 

1  770,3450 

22 

14  156,8255 

47 

8  107,5353 

72 

1  570,1589 

23 

13  933,0985 

48 

7  832,8367 

73 

1  381,9652 

24 

13  708,4225 

49 

7  556,1502 

74 

1  206,2438 

25 

13  482,7594 

50 

7  277,3962 

75 

1  043,4936 

26 

13  256,0698 

51 

6  997,4921 

76 

893,23333 

27 

13  028,3126 

52 

6  717,3918 

77 

755,96266 

28 

12  799,4451 

53 

6  437,0874 

78 

632,20117 

29 

12  569,4229 

54 

6  156,5709 

79 

521,48922 

30 

12  338,1998 

55 

5  876,8139 

80 

424,34879^ 

31 

12  105,7278 

56 

5  597,8864 

81 

340,32274* 

32 

11  871,9569 

57 

5  319,8019 

82 

268,93565 

33 

11  636,8352 

58 

5  043,5940 

83 

208.69308 

34 

11  400,3086 

59 

4  769,3377 

84 

158,04080 

35 

11  162,3210 

60 

4  497,1112 

85 

116,36243, 

36 

10  922,8138 

61 

4  226.9957 

86 

83,016929 

37 

10  681,7264 

62 

3  959,0755 

87 

57,337606 

38 

10  437,9954 

63 

3  694,4385 

88 

37,631111 

39 

10  191,5152 

64 

3  433,2151 

89 

23,136355 

40 

9  942,1759 

65 

3  175,5437 

90 

13,061809 

41 

9  689,8629 

66 

2  922,5654 

91 

6,584282 

42 

9  434,4574 

67 

2  675,4681 

92 

2,847633 

43 

9  175,8357 

68 

2  435,4868 

93 

0,961538 

44 

8  913,8691 

69 

2  203,9063 

94 

0,000000 
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TABLEAU 


DONNANT  LA  VALEUR  ACTUELLE  D'UNE  RENTE  VIAGÈRE  DE  1  FR. 
SUR   LA   TÊTE   D'UNE   PERSONNE   AGEE   DE  U  ANNÉES 

et  a  4  p.  %»  d'après  la  table  de  déparcieux  —  Formule 


s„ 


Ages.    Valeur  de 


St. 


20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 


17,93805 
17,84074 
17,74038 
17,63683 
17,52995 
17,41958 
17,30557 
17,18774 
17,06592 
16,93992 
16,80954 
16,67455 
16,53475 
16,38991 
16,23977 
16,08404 
15,92246 
15,75475 
15,95387 
15,34866 
15,13268 
14,90748 
14,67256 
14,42741 
14,17147 


Ages.    Valeur  de  p- 
Vn 


45 
46 
47 

48 
49 
50 
51 
52 
53 
.54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 


13,90422 

13,62497 

13,35673 

13,07652 

12,80703 

12,52564 

12,25480 

11,99534 

11,72511 

11,44344 

11,17265 

10,89083 

10,59722 

10,31410 

10,01962 

9,71298 

9,39332 

9,05967 

8,73389 

8,39417 

8,03935 

7,06996 

7,35019 

7,01869 

6,69880 


Ages. 

Valeur  de  p- 

70 

6,39375 

71 

6,08366 

72 

5,79394 

73 

5,50584 

74 

5,22183 

75 

4,94547 

76 

4,65226 

77 

4,36973 

78 

4,10520 

79 

3,83448 

80 

3,59618 

81 

3,36953 

82 

3,16395 

83 

2,93934 

84 

2,67866 

85 

2,42422 

86 

2,18466 

87 

1,97716 

88 

1,71051 

89 

1,44602 

90 

1,18744 

91 

0,94061 

92 

0,71191 

93 

0,48077 

94 

0,00000 
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TABLEAU 

DONNANT  LA   VALEUR   DE   S»  AU   TAUX  DE  4  */î  ?•   % 
ET   D'APRÈS   LA   TARLE   DE   DÉPARCIEUI 


Ages. 

Valeur  de  S« 

Ages. 

Valeur  de  S» 

Ages. 

Valeur  de  S» 

20 

13  531,9154 

45 

8  188,0060 

70 

1  928.3780 

21 

13  334,8516 

46 

7  941,4640 

71 

1  724,1550 

22 

13  136,9200 

47 

7  691,8290 

72 

1  530,7416 

23 

12  938,0807 

48 

7  438,9600 

73 

1  348,6248 

24 

12  738,2944 

49 

7  183,7120 

74 

1  178,3129 

25 

12  537,5177 

50 

6  925,9800 

75 

1  020,3369 

26 

12  335,7062 

51 

6  666,6478 

76 

874,2521 

27 

12 132,8130 

52 

6  406,6468 

77 

740.5935 

28 

11  928,7980 

53 

6  145,9460 

78 

619,9201 

29 

11  723,5956 

34 

5  884,5129 

79 

511,8165 

30 

11  517,1824 

55 

5  623,3150 

80 

416,8481 

31 

11  309,4557 

56 

5  362,3646 

81 

334,6062 

32 

11  100,3813 

57 

5  101,6707 

82 

264,6634 

33 

10  889,8985 

58 

4  842,2459 

83 

205,5573 

34 

10  677,9440 

59 

4  584,1470 

84 

155,8241. 

33 

10  464,4508 

60 

4  327,4330 

85 

114,8361 

36 

U  249,3510 

61 

4  072,1670 

86 

82,00376 

37 

10  032,5720 

62 

3  818,4140 

87 

56,69393 

38 

9  813,0380 

63 

3  567,2424 

88 

37,24515 

39 

9  590,6248 

64 

3  318,7684 

89 

22,92119 

40 

9  365,2030 

65 

3  073,1130 

90 

12,95264 

41 

9  136,6370 

66 

2  831,4031 

91 

6,535509 

42 

8  904,7846 

67 

2  594,8162 

92 

2,829606 

,« 

8  669,5004 

68 

2  364,5831 

93 

0,9569388 

44 

8  430,6280 

69 

2141,9885 

94 

0,000000 

PRINCIPALES  FORMULES 


EMPLOYEES   DANS   L  OUVRAGE 


Carré  d'une  somme (a  +  b)i  =  a*  +  2ab  +  64 

Carré  d'une  différence [a — 6)2  =  a2 —  2ab-\-bî. 

Produit  d'une  somme  par  une  différence  .     [a  +  b)(a —  b)  =  a2 —  62. 
Quotient  de  xm —  am  par  x —  a.       xm~r  +  axm~2  -{-  a-xm~3...  am~1. 
Quotient  de  ce"  +  am  par  x  —  a    ....     xm~i  +axm_2  +  a2x",_3 
+  o3xm_4...  +  «m-1>  reste  2am. 

^  .    ,  a       c         ,      ,        a±b       c±d  a  c 

Rapports  égaux  T  =  -J.  ad  =  bc.    —^-=—^-;  T^-  =  -j-£- 

-.          .    .           ace  a  +  c  +  e       a       c       e 

Rapports  égaux  T= -3-=-^ fc  +d+f=J  =  â  =  7 

Expression  d'un  nombre  pair 2n 

Expression  d'un  nombre  impair 2n  + 1 

•*       .■       j    4     j       •  «  o  •  C'J' — ',c'  ac'  — ca 

Equation  du  1«  degré  a  2  inconnues.  ac=:  ay_^a'  >  V  —  ab' —  baT 

Valeur  de  deux  quantités  dont  on  connaît  la  somme  s  et  la  diffé 

s  +  d  s  —  a 

rence  a x  = — ^ — ■,     y= — ^ — 

Equation»  du  second  degré. 

Équation  incomplète  aœ*  +  c  =  0 x  =  ±K/ — - 

■a                        ,.                  .                „                           — b±^b-  —  kac 
Equation  complète  aœ!  +  bx  +  c  =  0.    .    .    .  x= gô 


t*!       «•                n.      1   •.            •                                    — b'"àz\/b'2  —  ac 
Equation  complète,  6  étant  pair    ....      x= 

Équation  x*  +  px  +  q=0 x  =  —  ^±i/^-_g 


254  PRINCIPALES   FORMULES 

Somme  des  deux  racines  .    .    .    x'  +  x"  = — p,  ou  x' -\-x"  =  — -. 

Produit  des  racines x'x'  =  q,  ou  x'x"  =  ~ . 

a 


Équation  bicarrée  ax<  +  6x«  -f  c  ==  0  .       ■-*  =  -+-  \J~  b  ± v^2  ~  4qc 
Équation  trinôme  ace2»  -f-  fcx»  +  c  =  0.    .      x  =  «  /— fe±v'62  — 4ac  # 

Progressions  arithmétiques. 
Valeur  d'un  terme  de  rang  quelconque    ....    l  =  a  +  (n  —  l)r. 
Somme  des  termes s=-i^t_J!L. 

Progressions  géométriques. 

Valeur  d'un  terme  de  rang  quelconque l  =  aqn~i. 

c  ,      .  c,      a{qn — 1)  0      a[\ — qn)  e      lq  —  a 

Somme  des  termes.  S  =  -JJÏ — j— •  ou  S=— -. -— ,  ou  S=— — r. 

q  —  1      *  1  —  q     '  q  —  1 

Limite  de  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique  dé- 
croissante   L  =-r— —  • 

1  —  q 

Intérêts  composés.  —  Annuités. 

Formule  générale A  =  a(l+r)\ 

»         les  intérêts  se  capitalisant  tous  les  six  mois.  A  =  a(  1  -f-ï-  )    . 

Constitution  d'un  capital A=g  <»(l+r)[(î +r)«-l] 


Amortissement a  = 


A/-(l  +r)" 


(1  +♦■)»  —  1 

Rentes  viagères. 

ç 

Rente  immédiate P  =  AXy1 

»  n 

Rente  différée,  prime  unique  .    .    .       s  =  A  x  ,,    ,     ]in  X  —v^" 

l*  ~i~  f)  »  n 

Rente  temporaire P  =  -y— fS„ — ,,  ^+"L  ) 


PRINCIPALES   FORMULES  "55 

A  s^  "*•  — "  +3- 

(1  +  r)m  V 

Rente  différée,  prime  annuelle.    .    .    A'=— q — * êr —  • 

V„         Vn(H-r-)«-t"1 

Nombre  des  arrangements  A™  =  w(m  — l)(m  —  2).. .[m  — (n  — 1)]. 

«        des  permutations    ....    P„  =  1  x2  X 3x4x5...  xm. 

,  ...  nm      mfm— l)(m— 2)...rm<^(n  — 1)1 

n        des  combinaisons.  C™= — K- —  „~-n — ^ — ,L u-- 

n  1x2x3x4..  .xn 

..,,,..       „        ...  m[m-\){m-2)...\rn-[n-\)'\anxm-JH 
Terme  gênerai  du  binôme  (le  n  +  le) — S ^ — ^ — l — ^ ^j . 

Sommation  des  piles  des  boulets. 

Pilecarrée s=n(n  +  l)(2ft±Ë< 

Pile  rectangulaire Be.(.  +  l)»-.  +  l)| 

Pile  triangulaire S=     v     ^gV    ^    '  . 

S  1 

Limite  de  — 2" 

Limite  de  -^- -g. 


Logarithmes  de   (1-f-î"),  avec  neuf  décimales  (n°  387). 


!     Nombres.    • 

! 

Logarithmes. 

Nombres. 

! 
Logarithmes. 

1,02 

1,025 

1,03 

1,035 

1,04 

0,008  600172 
0,010  723865 
0,012  837225 
0,014940350 
0,017  033339 

1,045 
1,05 
1,055 
1,06 

0,019116290 
0.021189299 
0,023252460 
0,025305  865 

EXERCICES   D'ALGEBRE 

ire      SÉRIE 

QUESTIONS  SE  RAPPORTANT  AU  COURS  D'ALGÈBRE 


PREMIERE  PARTIE 

CALCUL     ALGÉBRIQUE 


CHAPITRE  I 

LES     OPÉRATIONS     FONDAMENTALES 


§  I.  —  Valeurs  numériques. 

Trouver  la  valeur  numérique  des  quantités  suivantes  : 

1.  1»  a»  +  2ab  +  6* 
2»              a*  —  2ab  +  bi 

pour    a=7    et    6  =  3. 

2.  1»        a»  +  3a*6  +  3a6*  +  6* 
2»        a'  — 3a*6  +  3a6«  — 6» 

pour    o  =  î3    et    6  =  3. 

3.  a*  +  6»  +  c*  —  2a6  +  2ac  —  26c 

i"  pour    a  =  5,    6  =  2,    c  =  3,    et    2<>  pour    a=5,    6  =  7,    c»3 

4.  t«      aS+5a*6  +  10a362  +  10a263  +  5a64  +  65 
2»      a»  — 5a*6  +  10a362  — 10a*63  +  5a6*  — 65 

pour    c  =  5    et    6  =  —  1. 

5.  1«    806*  — 5a263  +  a»6*  +  a*6        pour    a  =  — 2    et    6  =  —  3  -^7^ 
2»    Î8a6  +  72a*6î— 64a«— 816*    pour    a  =  -|       et    6=4.  ^\\ 

9* 
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e.    f.  £*.+b*+£.  +  ab-^-^  pour  a  =  2,  6  =  3,  c  =  \. 

2°   (a  +  b  —  c)(a  +  b  +  c)(a  —  b  +  c)  pour  a  =  l,  6=2,  c=— 3. 

7.  1°        (3a +  46)  (46  —  3a)  —  36a*6 

2°        (l+2a  +  36)(l  +  2a  —  36)  —  4a»6 

1  1 

pour    «  =  ô-    et    6  =  -ô- . 

6,     1»    4a2(a2  +  6  —  c)  —  (6  +  c)(c  —  a*  —  6)  +  (a  +  6)*  (cs  —  6  +  a») 
pour    a  =  —  1,    6  =  2,    c  =  3. 

*      "T+X+    6    +  a   +  6   +   c 
pour    a  =  l,    6  =  2.    c  =  3. 

P.    1°   (x  +  y-:)»  +  (x  +  y)2(x-y  +  s   +  (x-y)3 
peur    x  =  — 1,    y  =  — 2,    *  =  -%• 

2»  4a2 [(a*  —  6>)2  —  (a*  +  2a6  +  ô*)2]  +  (a  —  6  —  c)  [a  +  b). 
rctir    a*=i,    6  =  2,     c  =  3. 

Calculer  les  valeurs  que  prennent  les  polynômes  suivants  : 

10.  3x*  +  2x*  —  8x*  —  2x*  +  x  —  9 
f^ur    x  =  l,    x  = —  1    et    x  =  4. 

11.  1°  6x»  +  5x*  — 4x3  +  8x2  — 2 
pour  x  =  2  et  pour  x=-g-. 

2»  12x«  +  5x5  +  3x*  +  4x»  — llx2  — 6x  +  3 
pour  x  =  3  et  pour  x  =  -»  . 

12.  2x*  —  x3  +  5x2  —  2x  +  l 
pour  x  =  0,  x  =  l,  x  =  2,  x  =  3,  x=10. 

13.  x»— 1dx*  +  8ox*  — 22ox2  +  274x  — 120 
pour    x  =  l,    x  =  2,    x  =  3 ,    x  =  4 ,    x  =  5,    x  =  6. 


14.  4x»  — 16x2  — 9x  +  36 

3 
2 


3 
1°  pour    x  =  0,    37=1,    x  =  ^r,    x  =  2 


3 

et    2°  pour    x  =  — 1,    x  =  —  -^     et    *■= — 2. 
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Calculer  les  valeurs  que  prennent  les  formules  suivantes  : 

15.  1°    e  =  vl;    2°    e  =  4"Y'2;    3°    e  =  a  +  vt+  iy'* 
pour    a  =  15,    t>  =  3,    f  =  6    et    y  =  2,4. 

16.  !•  ax2  +  bx  +  c 


ï° 


—  6 — ^b*  —  kac 


2a 


„0  y/a'+26db/ffl2  —  2b 

ô  2 

pour    a=5,    6  =  12,    c  =  4,    x  = —  2. 

17.  Dans  les  trinômes  suivants,  de  la  forme  ax2  +  bx  +  c,  calculer 
la  râleur  de  la  quantité  62  —  kac  : 

1«  2x2—  5œ +  12 

2»  2œ2  —  5a;  — 12 

3*  3x2—  8x+   5 

40  9X2  _  24x  + 16 

18.  Un  triangle  a  pour  côtés    a  =  13,    6  =  14,    c  =  15;    calculer: 
1»  la  surface  S  donnée  par  la  formule 

S=ly/(a  +  6  +  c)(a  +  6  —  c)(a  +  c  —  6)(6  +  c  —  a) 

2»  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit  donné  par  la  formule 

D       a6c 

R  =  "4S- 

3*  à  quoi  se  réduit  la  formule  de  la  surface  quand    a  =  b  =  ef 

19.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône   est  donné    par    la    formule 

1  4 

V  =  -^-ît/i(Rî  +  r2  + Rr);  celui  d'une  sphère  est  V  =  -~izh3.   Si  ces 

deux  volumes  sont  égaux,  calculer  h,  sachant  que  R  =  5  et  r  =  3. 

20.  Calculer  les  valeurs  de  x  données  par  les  formules  : 
1«    a5  =  RV2  —  /3—  RV^  —  y/2         pour    R  =  16. 

2*    £c=|-{v^-l)  — -yVlO-y/S  id. 


»    x  =  a-2ïa^-^«^L=Ê?^-    pour    a  =  8. 
Vo  — 4 
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§  II.—  Exercices  sur  l'Addition  et  la  Soustraction. 


Additionner  les  polynômes  suivants  et  opérer  Us  réductions  : 

21.  4a  —  56  + 2c  —  d 
3a  —  76  +  2c  +  d 

22.  8a2-5a6« 

—  4a26  —  a&2  +  e 

23.  a2  +  6»  +  2a6 
a2  +  62— 2a6 
a*  —  6» 

24.  4a3  +  2a26  — 3a6* 

—  4a*  +  6a26  +  2a62 

a3  _  7a»ft  _|_  6o62 

25.  a2  —  ~  +  6* 
~£  +  a6  +  6* 
-  a*  +  ab  _  VL 

26.  -|a*  +  a«6* 
-^a2  —  3a26« 

-£  +  7«* 

27.  6a2  — 4a +  36  — 4 
12a2  — 3a  +   6  —  1 

28.  |-a263c*-4a3^ 
4  o 

--|a»63c*  +  -|a*62c 
+  |a»6»c 

29.  5ax—  36y+   4« 

—  2ax+   46j/—  3cx 

—  ax  +   76y  —     c* 
9arr  — 116y  4-10C2 


y 
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30.  5x3  —  2x  +   y  — 15  + y*  \/ 
3x3           +  4y          —  y2  +   xy  —  xx 

4x3  —  3xy 

+  1  —  2xy  +  4x2  / 

31.  x*+   2x2y  —  4xy2  +   5y3 
7x3  —  12x2y  +  15xy«  —  13y3 

—  4x3  +   5x2y  —   7xy2 -f-   9y3 

—  2x3 -f  llx2y  —  12xy2  +   3y» 

32.  12a*63  —  5a«&«  — 8a36* 

—  la*b3+   8a<6*  +  5a36* 
— 15a»&3  +  I2a*&2  +  6a36«  —  8a 

33.  ax3  +  abx*  +  cfibx 
px3  —  pqx*  -f-  p2qx 

—  rx3  +  rsx*  —  s3x 

34.  3x»  +  7xm-1  +  9xm--î  — 12x»-3  +  ... 
2x»  +  8xm-1  +  7a;m-2—   7x'"-3  +  ... 

xm  —  4xm— 1  +  4xm— ' —  9xm— 3  +  ... 

35.  ax"  -f-  a2x»-J  +  a3x»-*  +  a4x«-3  -+- ... 

x"  —  ôx"-1  —    63xn-2-j^  8x"-3  +  ... 
—  2x"  +   7X"-1  — a26x»-5  — 6*x»-3  +  ... 

Opérer  les  soustractions  suivantes  : 

36.  De    a*  —  62    retrancher    a3  +  &2  —  2a&. 

37.  De    7a3  — 4&3  +  5c3    retrancher    6a3  +  963  —  Uc3. 

38.  De  9a3— 8a2&4-5a&2— 7&3  retrancher  7a3+2a2&+9a&2— 11&3— 4c3. 

112  3  1e» 

39.  De  -|a2x  +  -^ax2  +  -^x3  retrancher  — -^-a2x  +  -g-ax2— -^x3. 

40.  De    ax3  -f  foc*  +  cx-\-d    retrancher    mx3  —  nx2  —  px  +  q. 
jcm+14-       oa,™       +       a2*»*-1       +       a3»"»-'       +       a*xffl-3       +.. 
xm+1  —  (m+l)cuBm—(m  —  l)a2aï»-i+(m+l)a3xm-*—(.m--l)a*xm-3+.. 

42.  On  donne  les  polynômes  suivants  : 

P  =  4a3  —   5a26  +  763 

P1  =  2a3  +  lla26  —  863 

Pi==4a3  +   5a62_863 
riculer  :    1»    P  —  Pt;    2»    p  +  Pj  —  p,. 
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43.  On  donne  les  quatre  polynômes  : 

5a2  —  3a6-f   6*  —  3ac  +  26c  +   c* 

2a*  +  5a6  _  36*  +  2ac  —  46c  +  3c* 

4a*  —  7a6  +  56>  —  4ac  —  56c  +   c* 

2a*  +  9a6  —  86*  +  3ac  +  36c  +  2c* 
de  la  somme  des  deux  premiers  retrancher  la   somme    des  deux 
derniers. 

44.  On  donne  les  quatre  polynômes  : 

6a*  —  3a6  +  26>  —  5ac  +   66c  — 2c* 

a*  —   a6  -f-   6*  +   ac  —     6c  —   c* 

2a*  +  3a6  —  26*  —  3ac—   46c  — 5c* 

3a* — 6a6  +  36*  —  4ac  +  106c  +  4c* 

du  premier  retrancher  la  somme  des  trois  derniers. 

45.  Même  question  pour  les  quatre  polynômes  : 

9x*  — 2ox»-f   a*x*  —   63x   +    6* 
5x*+36x»  — 5a6x*  —  a*x   +    6* 
2x*—  ax*  +  76*x*  —  26»x  —  a* 
x*  —  4ax»  +  3a*x*  +  4a*6x  —  2a*6* 

Faire  disparaître  les  parenthèses  et  opérer  les  réductions. 

/là.  (a  — 6)  — (6  +  c  — d)+(6  +  c  — d)  +  (26  — a) 

47./       a*  —  (6*  —  c*)  +  6*-(a*  +  c*)  —  e«-{a*  —  6*) 

48.  a  — [6-(c-d)] 

49.  (a  +  26  — 6a)  — [36  — (6a  — 66)] 

^      50.     (x  +  y— z)  — (x  — y  +  z)  +  (— x  +  y  +  s)  — (— x  — y  +  j) 
j     51.    (4x«  — 2x*  +  x  +  l)  — (3x3  — x*  — x  — 7)  — (x»  — 4x*  +  2x  +  8. 

'   52.  *  +  [(y-x)-(y-*)] 

53.  (a  +  6  — c)  — [-(6  — 3c)] 

54.  [(a+6 — n— p)— (c— d— m-f-o)]  —  [(a-f /? — q) — (6 — m) — (c+d— 
55V44x  +  [48y— (6ï  +  3y— 7x)  +  4a]  —  [48y— 8x  +  2*  -(4x  +  y)] 

56.  (5a*  —  3ax  +  x*)  —  [4a*  +  5ax  —  (3a*  —  7ax  +  5x*)]  —  7x*.   j 

Problème*   élémentaire»    nir   l'Addition   et  la   Soustraction. 

57.  Un  nombre  étant  représenté  par  x,  exprimer  le  nombre  qui  1*' 
surpasse  de  a  et  celui  qui  lui  est  inférieur  de  6. 

58.  En  désignant  par  x  l'âge  actuel   d'une  personne ,  exprime- 
l'âge  qu'elle  aura  dans  20  ans  et  celui  qu'elle  avait  il  y  a  9  ans. 


■ 
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59.  On  a  partagé  une  somme  entre  trois  personnes;  ia  deuxième 
a  eu  a  francs  de  plus  que  la  première,  la  troisième  b  francs  de  plus 
que  la  seconde;  exprimer  la  somme  partagée,  x  étant  la  part  de  la 
première. 

60.  D'un  jeu  de  32  cartes,  on  tire  d'abord  x  cartes  et  3  de  plus-, 
une  seconde  fois  on  tire  le  double  de  ce  qu'on  en  avait  tiré  et  4  de 
plus;  exprimer  ce  qu'il  en  reste,  j)  .  jl-v  '  -^ 

61.  Un  négociant  a  gagné  pendant  4  années  consécutives  une 
somme  de  a  francs  chaque  année  ;  pendant  3  autres  années  une 
somme  b;  les  2  années  suivantes  il  a  perdu  en  tout  une  somme  c. 
Exprimer  son  avoir  actuel ,  x  étant  son  capital  primitif. 

62.  Une  personne  A  possède  a  francs  ;  une  autre  B ,  b  francs  ;  elles 
mettent  leur  argent  en  commun  et  dépensent  à  trois  reprises  diffé- 
rentes une  somme  inconnue  x.  Au  moment  de  se  séparer,  A  prend 
une  somme  c;  exprimer  ce  qui  reste  à  B. 

63.  Exprimer  le  contour  d'un  rectangle ,  sachant  que  le  plus  grand 
îté  surpasse  de  a  le  plus  petit  côté  x.  Quel  serait  le  côté  du  losange 

même  périmètre  ? 

64.  On  a  fait  quatre  achats  :  le  deuxième  a  coûté  a  francs  de  plus 
îe  le  premier;  le  troisième  6  francs  de  plus  que  le  deuxième;  le 
îatrième  c  francs  de  plus  que  le  troisième.  Le  premier  achat  ayant 
)ûté  x  francs,  combien  a-t-on  dépensé  en  tout? 

65.  Exprimer  algébriquement  un  nombre  de  trois  chiffres  x,  y,  s 
ians  le  système  décimal;  exprimer  ce  nombre  renversé. 

66.  Dans  un  mélange  de  deux  substances  A  et  B  et  pesant 
a  kilog.,  il  en  entre  b  de  A;  on  ajoute  un  nouveau  poids  c  de  A  et 
on  en  retire  d  de  B.  Combien  en  reste-t-il  de  B  et  quel  est  le  poids 
du  mélange? 

67.  J'ai  dans  la  main  gauche  3  pièces  de  plus  que  dans  la  droite  ; 
j'en  prends  5  de  celle-ci  pour  les  mettre  dans  la  première.  Combien 
y  en  a-t-il  dans  chacune,  x  représentant  le  nombre  des  pièces  de 
la  droite? 

68.  Les  côtés  d'un  triangle  sont  a,  b,  c;  on  augmente  le  côté  a 

d'une  longueur  d,  on  diminue  le  côté  b  de  la  longueur  -5-  et  l'on 

2d 
augmente  le  côté  c  de  -*- .  Quelle  est  la-  différence  des  périmètres 

des  deux  triangles,  et  quelle  doit  être  la  longueur  d  pour  que  le  péri- 
mètre du  second  triangle  soit  double  de  celui  du  premier  ? 

69.  L'âge  d'un  père  est  a,  le  fils  a  b  années  de  moins  et  l'aïeu! 
a  c  années  de  plus  que  le  père.  1*  Quelle  sera  la  somme  des  âges  de 
ces  trois  personnes  dans  n  années?  2°  quelle  était  cette  somme  il  y 
a  n  années?  3°  trouver  la  différence  entre  la  première  somme  et  la 
seconde  ;  4e  additionner  ces  deux  sommes. 
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70.  Dans  un  triangle  ABC,  l'angle  A  vaut  n  degrés  et  la  diffé- 
rence des  angles  B  et  G  est  inférieure  de  n'  degrés  à  la  valeur  de 
Tangle  A.  Calculer  1°  les  angles  B  et  C;  2°  faire  le  calcul  pour 
n  =.32°  et  n'  =  36°.  Dire  3«  quelle  sera  la  nature  du  triangle  si 
n'  =  2n. 

§  m.  —  Exercices  sur  la  Multiplication. 

Effectuer  Us  produits  suivants  : 

71.  1»  3ax56 
2°  7a2  X  8a6 

3"  12a36  X  7a»6e 

4e  —  5a6c  x  8abd 

5»  14a6cxX(  —  8a63x) 

72.  1*  7a6x8a2X76c 

2»  7a»6c3  x  2a»6c  X  5a*6«c» 

73.  1°        (6a +  26  — 8c)  7a 

2o        (  — 5a»  +  3a6  —  86»)  (  —  9a6) 

74.  1»  (x  +  8)(x  +  10) 
2«  (x  — 5)(x  — 7) 

3-  (2x-l)(x  +  |) 

4«  (x  +  a»)(x  —  62) 

75.  !•     (x2  — 3x  — 7)(x  — 2) 
2»     (a2  +  a*  +  a6)(a«  —  1) 

3'     (a*  — 2a36  +  4a262  — 8a6»  +  166*)  (a  +  26) 

76.  (a"»  +  6»  —  2cB)(2a™  —  36) 

77.  (x»  +  t/2  —  xy)(x»  +  y»  +  xy) 

78.  (a  +  6  — c)(a  — 6  +  c) 

79.  (a  +  46  — c)(a  — 46  +  c) 

80.  V  (x  +  y  —  2«)(x  —  y  +  2z) 

81.  (a*-}-a36  +  a262)(a  — 6) 

82.  (a2  —  6»  —  c»)(62  +  c2  —  a2) 
V83.                    (l+2a  +  36  +  4c)(l+2a  — 36  — 4c] 


84.  (a3  —  3a2x  +  3ax2  —  x3)(a  —  x) 

85.  (5a2  +  a6  —  36»)  (3a2  —  2a6  +  6») 

86.  (a»  —  a«6  +  a36»  —  a263  +  a6<  —  65)(a  +  6) 
^87.  (x«  — ax*  +  a»x3  — a»x2  +  a*x  — a»)(x  +  a) 
y  88.  (3a»  — 2a»63  +  9a6<  — 865)(4a*  +  5a6  — 66») 
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€9.       (  oa*  +  2a3&  —  3a26«  —  iab*  +  76*  )  (  9a2  —  6a6  —  1 1  62  ) 

90.  (x  —  a)(x  —  b)(x  —  c) 

91.  (x  —  a)(x  —  b)(x  —  c)(x  —  d) 

92.  (a2  — 4a-6)(a2  — 4a  +  6)(a2  +  4a  — 6) 
93V           (4x2  — 3x  +  2)(3ce2  +  2x  — l)(x2  — 2x  +  3) 
94./  [(a  +  6)  +  (c-d)][(a  +  6)-(c-d)] 

95.  (|^2  +  Zax  —  ~ a*\  (2x2  —  ax  —  ^~\ 

96.  (a*  — 4a36+6a262  — 4a6*  +  6*)(a3  — 3a26  +  3a62  — 63) 

97.  (l+x)(l  +  x2)(l  +  x*) 

98.  (1  —  X*  —  x*— -x6  —  x«)2(l  +x  +  2x3  +  bxs  +  xT) 


Y 


Effectuer  les  opérations  indiquées. 

99.  (a-t-6  —  c  —  d)*  —  (c  +  d  —  a—  6)» 

100.  (a  +  6)3-(a  — 6)3  — 26» 

101.  *(l  +  2a  — 36)2  — (36  — 2a  — 1)* 
^/K)2.       (a  +  6)(6  +  c)  — (c  +  d)(d  +  a)  — (a  +  c)(67-.d) 

10>Hî<^(a  +  6)x+(&  +  c)y-[(a-6)x-(6-c)y] 
104.// f9^— 56)  (  a  +  26  -  3  )  —  (3a  — 56)(3a  — 6  —  3) 

^^405.    (a  +  b  —  c)(a  +  b)  +  (a  —  b  +  c)(a  +  c)  +  (b  +  c  —  a)(b  +  c) 
106.    (4x2  — 12xy  +  9yî)(2x  +  3y)(4x2  +  12xy  +  9y»)(2x  — 3i/) 
\,lt)7.  [2x-y-(x  +  2y)][3x-2y-(2x  +  3y)] 

108/^  3(x  — y)2(x  +  y)-3(x  +  y)2(x  — y) 

yî'09.  (2a  — &)[(4a  +  6)a  +  6(a  +  6)]x« 

llOKfa  — 6)3  +  (a  +  6)3  +  3(a  +  6)(a  — 6)2  +  3(a  — 6)(a  +  6)2 
llf^"  [x*  +  x(a  +  6)  +  (a2  +  62)]  [x2  —  x(a  —  6)  +  (a2  —  6*)] 

112.  (8a3— x6)(8a3+a:6)—  (2a— sc2)(2a+a:2)[2a(2a+x,)+a;4]  [4a2— :c2(2a  —  x2)] 

§  IV.  —  Exercices  sur  la  Division. 

Opérer  les  divisions  suivantes  : 

113.     1°  (15a*6  — 12a3&2— 9a363  +  6a*62):3a6 

2"  (  8a*62  —  6a3&3  +  4a26*  —  2a262  )  :  ( — 2a26»  ) 

3"  (  4a7x*  —  24a6x«  +  36aW  )  :  4ax 

40  (^m+îyn  _j.  2xm+,yn+1  -+-  xmyn+2)  ',  xmy" 
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114.  !• 
2» 
3* 
4* 

115.  1» 
2. 

3° 
4° 

116.  i« 

3' 
4°/ 
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a»  +  4oi  +  36»):(a  +  6)  ^ 

a3  +  3a2  +  3a  +  l)  :(a  +  l) 

a*  — 5a*6-f  lOa^2  — 10a263  +  5aè*  — &5);(a  — 6) 

a*  +  8a3  +  24a*  +  32a  + 16)  :  (a  +  2) 

6a*  +  a*x  —  15x»)  :  (2a2  — 3x) 
6xJ  —  2xy*  —  28y*):  (2x-f  4y«) 
4x3 _L4aj2  —  29x  +  21  )  :  (2x  —  3) 
3a5-|fya4&  —  33a3&i  +  14a*&3)  :  (a*  +  7ab) 
123x6  — 64y«):  (Sx2  — 4y) 
a5xs  +  ys)  '.  (ax  +  y) 
32a»  +  65)  :(2a  +  6) 
81x8  —  16y«):  (3x2  —  2yî) 


117.  (2a*  —  13a*6  +  310*6*  —  38a&»  +  2Ab*)  :  (2a*-  —  Zab  +  46*) 

118.  (14a5  — 27a*fe  +  21a36*  — 3a2fe»  — 2a6«)  :  (2a2  — 3a6 +  262) 
119i/(6a«6*  —  13as6*  +  28a*6s— 23a»66+20a*6")  :  (2a»6»— 3a&*-f-46*) 
120.     (6x»  +  5x*  —  25x»  +  31x*  —  13x  +  2)  :  (2xs  —  3x  +  2) 


121.  J/(5a7&  +  8a<s&2  _  I3as&i  +  38a*6*  —  26a3&«  +  24a*6s)  : 

:(5a26  — 2a6*  +  663) 

122.  (a«  — a*6  — 4a362_03+40î6i  +  3aï6_aï_2a6>  — 2a6  +  l)  : 

:  (a»  +  2a6  — 1) 

123.  f  (10a*6  —  21a*6*  —  56a6*  —  3a*&*  —  iOaW)  :  (86'— 3a&2  +  5a*6) 

124.  (x*-S-xi+H-xt-^xym(xi-^x) 

(p8x*  — 81a«)  :  (p6xl  —  3a3p*x2  +  9a6/5îz  —  27a9) 
(a!»  +  2a»6*'  +  6*'—  c")  :  (a*  +  b++cf) 
(ce*»  —  y8rj  •  (ajïn  —  x*"yr  +  xnj/4r  —  y5') 


125. 

126. 

127. 

r  128. 


Trouver,  sans  effectuer  l'opération ,  le  reste  des  divisions  suivantes  : 


129. 
130. 
131. 
132. 
133. 
134. 


(a»_l):(a-l) 

(x«  +  i):(x— 1) 

(a"  +  6*)  :  [a  —  b) 

[af+f):  (a  +  6) 

f3a'  +  5a2  — 6a)  ;  (a  — 1) 

(x*  —  8x*  —  9)  :(x  — 2) 
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135.  (2x*  +  17x»  —  68x  —  32);  (x  +  ^) 

136.  (3X» +  2x*  —  4x3  +  4x»  +  5x  —  2)  :(x  +  l) 

1 37.  (  x8  —  36x4  +  562x3  —  86»x2  +  66*x  —  46»  )  :  (  x  —  26  ) 
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Écrire,  sans  opérer,  les  quotients  suivants 


138. 


139. 


140. 


1" 

(x*-l): 

(x-1) 

2» 

(x*— î)  : 

(œ  +  1) 

3» 

(a* -6*)  : 

(a-6) 

4» 

(a*  — 6*)  : 

(a  +  6) 

1- 

(a«  —  1) 

(a-1) 

2« 

(a«  — 1) 

(a  +  1) 

3' 

(x6  —  y6) 

:(»— y) 

4» 

(x6  —  y6) 

:  (œ  +  y) 

!• 

(«*  +  x») 

:(a  +  x) 

2° 

(a5  —  xB) 

:  (a — x) 

3» 

(x*  +  l) 

:(x  +  l) 

4» 

(x8  —  y8) 

:(*-v) 

Quelles  divisions  de  la  forme   (xmrfcam):(x±a)   /burnt9sen< 
les  quotients  suivants  : 


141. 


\0 

2° 
3» 
40 


-142. 


143. 


x*  +  x  + 1 

X1  —  X  -J-  1 

a*  +  ab  +  62 
a»—  a6  +  6* 

x* — x2  +  x  —  1 
x3  +  ax2  +  a2x  +  a3 
x3  —  ax2  +  a2x  —  a3 
a*  +  a3  +  a2  +  a  + 1 

xs  —  x*  +  x3  —  x*  -f-  x  —  1 
q'  +  q'  +  qt  +  q'  +  q  +  l 
x3y*  +  mx2y2  -+-  m2xy  +  "i3 
œw-1  +  x»-2  +  xm-3  +  ...  +  x  +  l 

144.  Déterminer  m  de  telle  sorte  que  : 

1»    4x2  —  6x  +  m    soit  divisible  par    x  —  3, 
et    2°    x*  —  5x2-f4x —  m    soit  divisible  par    2x-f-l. 

145.  Déterminer  m  de  telle  sorte  que  : 

1 8  2x*  +  4ax3  —  5a2x2  —  3a3x  +  ma* 

2»  x*  +  mafix*  —  5<*3x  +  a* 

soient  divisibles  par    x  —  a. 


\* 

2° 
3» 

40 

}« 

2» 
3" 

40 
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146.  Déterminer  m  et  n  de  telle  sorte  que  le  polynôme 

x*  —  3x3  -+-  mx  +  n 
soit  divisible  par    x*. —  2x  +  4. 

147.  Quelle  râleur  faut -il  donner  à  m  pour  que  : 

1°  x*  +  maix*  +  a* 

2°  x*  —  max1  +  ma-x  —  a* 

soient  divisibles  par    x*  —  ax  +  aïl 

148.  Étant  donnés  les  polynômes    x*  +  px*  +  q    et    x7  -f  2x  -f-  5 
déterminer  p  et  q  de  telle  sorte  que  le  premier  soit  divisible  par  le 
second. 

49.  Déterminer  m,  n,  p  de  telle  sorte  que  le  polynôme 
xt  —  2x*  —  6x3  +  mx*  +  nx  +  p 
soit  divisible  par    (x  — 3)(x  + l)(x —  1). 

En  général  :  Trouver  la  condition  pour  que  le  polynôme 
ax*  +  bx3  +  ex2  +  dx  +  e 
soit  divisible  par    x*  —  a*. 


Décomposition  des  polynôme*  en   facteurs. 

Mettre  en  évidence  les  facteurs  communs  aux  termes  des  polynâmt 
suivants  : 

150r  1«  7a3fc*  —  5a*6*  -f  2ab* 

2o  25a»  +  30a<  — 35a6 

3*  2a362c*d  —  3aMc*  +  1a^c*d* 

4*v/  12a*63  —  30a36*  +  18a&*  —  42a<6 

151.  1»     6a2x3  — 3ax*  +  21a*x5 

2»  M5a*x2  —  30a2x3  +  105a2x*  —  75a»x« 
3»     —  44ox"  +  286aîx"  +  i—  66a3x»+* 
4*     xm+nyn  —  x2"ym"''',  —  x"yîm 

Décomposer  en  deux  facteurs  les  expressions  suivantes  : 

152.  1«  x«  — 9 

2.  x»-4 

3»  a»  — 4x» 

4«  4m1  — 9n> 
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153.  1°  oV-  62Z2 

X2         V2 


2» 


a2       W 


3-  *-_  p» 


4»  16a32y2-    - 

œ*  — 1 


154.  1»  aï  —  63 

2» 


4'  x5  +X> 

155,/^             !•  a2  +  4a6  +  462 

2=>^-"  9a2  — 12a6  +  46» 

3»  a2  +  a  +  4- 


/ 


4»  9x2  — 3xy  +  -Ç 

6«    a*  +  2a6  +  62  -f  2oc  +  c2  +  26e      / 

156.  1»  x*  +  ax  +  bx  +  ab  V 
2°  ce*  +  (  0  —  6  )  x  —  a& 

3J  8ax  —  bx  -f-  8ay  —  6y     — 

4*  ap  ■+•  ax  —  26x  —  26p       ■*** 

157.  1°  a2  +  2a&  +  &2  —  c2      — 
2°  a2  —  2a6  +  62  —  c2        v- 
30  a2  _  12  _  26c  —  c2 

4.  a2  —  62  +  26c  —  c2 

158.  i°  œ»  +  2œ  +  l  — y2  s^ 
2»  y2— œ2  +  2x  —  1 

3.  m2  —  nî  -|_  2np  —  p2 

4*  m2  —  n2  —  2np — p2 


*,frl 


a*  +  6*  ,  tYcjV 


159.  1»  a*  +  6*  +  a26» 

2»  a*  +  6*  -  a26» 

3» 
4. 


160.  1«    a2  —  6«  +  x2  —  y2  +  2(ax  —  6y) 

2-    a2  — 62— c2  +  d»  — 2(ad  — 6c) 
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Décomposer  en  trois  facteurs  les  expressions  suivantes  ; 
161. 1/  !•  5a2  — 45m» 


2»  ^-'        x3y  —  xy3 
3°  2a36c  — 18a63c 

4« 


162.^^  1*  a*— 1 

2*  a*  —  i* 

3'  lS        81  x*  — y* 

4»  a*m f»4" 

163.  1"  9a»  —  12a2p  +  4ap2 
2=  a^p2  +  6a*p  +  9a 
3°  a3  — 2a2  — 3a 

4°  a3  +  a2  —  4a  —  4 

164.  1  »     a*  +  3a2x  +  3ax2  +  x3 
2°     x3  — 3x2y +  3xy2  — y3 

3«     a3^3  4.  3a262xy  +  3a6x2y2  +  x3y3 

4°     3a*x3y  +  6a2x2y2  +  3a2xy3  —  3a2xyz2 

165.  1»    36a2x»y3  —  24a3x4y2ï  +  4a«x3yï2 
2°    4a'xs  —  24a«x6  +  36a*x7 

3o        (a._j/)(X«_zï)_(a;_X)(Xï_î/a) 

4°    (x-l)(x  — 2)(x  — 3)  +  (x-l)(x-2)  — (x-1) 


Décomposer  en  quatre  facteurs  Us  expressions  suivantes  : 
166. 


2°  a6  —  i6 


3»  p*-"*      3ax4  —  3ay* 
4.  3a«  — 48afcs 

Décomposer  en  facteurs  les  expressions  suivant    '  s 

167.      ,     1"  a2-a6  —  b  —  1  ■     -  v  <~"*^ 

2*  a*  +  a3  — a2  — a 

3*  4a262  —  (a2  +  62  —  c2)2 

4»  4(ad  +  6c)»  —  (a2  —  62-c2  +  d2J« 
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CHAPITRE  II 


LES     FRACTIONS 


§  I.  —  Exercices  sur  la  simplification 
des  Fractions. 

Réduire  à  leur  plus  simple  expression  les  fractions  suivantes , 


168.    1» 


2» 


3° 


4o 


y 


170.     1» 


14a26c2 

labcd 

— 12acx2 

4a2csx 

—  32x2ya 

—  64xyz* 
25a*63ç» 

ax  +  J?1 
o6s  H-  62x 

14a2  —  7ax 


2° 

10ay  —  oxy 

oQ^12a3^*  +  2a«a;5 
18aè2x  +  36*x2 

»0     3x*y*j+-^9a2xîj/3_ 
4^8yt  ^-  12alx3y2 


a*  +  a6 
„„     35  +  5x  +  7y  +  xy 


3» 

40 


xy  —  2a;  —  3y  +  6 

xy  —  2x 
42a»  +  51aft  + 156» 

6a  +  36 


169.    lo 


2o 


ax3- 


2am  +  3am 

12a;2  —  2xy 

16x* 


a  +  ab 


40 


42a'  —  30a2m 


35am2— 25m* 


Al»  An       -    a     2a  +  1 

171.       1°X   T1 — 

»  a  —  1 


2o 


a:1  +  2ax  -+-  a* 

mx  +  ma 

,0     x2— 2xy  +  y» 
a-2  _  y2 

.„   g3  4-63-|-3ab(a  +  &) 
(a  +  6)2m» 


<>■; 


172.    1.     ™  +  l*+ad  +  bd  173     ,. 

n.*  4-  «h 


x2  —  4ax  +  4a2 
x2  — 4a2 


2o    3ax»  +  3a2x  —  6a*x2 
ax3  —  a3x 


3o 


12ao&5  _  48a367 


16a566  _  32a<&6 
(a  +  b)2(g3-6») 
*  (a2-&2)2 
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174.  !• 


2' 
4' 


(a  —  bf  +  ab 

Sa*b—  3a3b  —  3afr3 
a63  —  a36 

(q2  +  fe2_c2)2_(a2_fei  +  cî)» 

4a26  +  kabc 

x5  —  ax*  —  a*x  +  a1 
x*  —  ax3  —  a2x2  +  a'x 


175. 


„  a2  +  b2  — c2  +  2aft 

ai  +  c2_fcî  +  2ic  ^^ 

90  x2-l <*'      ,        > 

3o  (a8  +  2a«x2+x*)(a«  —  g») 

aï+a*6  +  ai*  +  65  ,\       . 
, 

II.  —  Exercices  sur  les  réductions  de  Fractions. 


Réduire  en  une  seule  fraction  et  simplifier. 


176.  lo 
2« 
3» 
4» 

177.  1» 
2o 

3« 

40 


3  —  2x 


5 

5x  + 

7x— 4 
3x 

1  + 

a  —  b 

a  +  b 

X 

X  — 1 

36  — 

ab  +  b* 
2a 

7x 

2ax  —  x2 

3a  —  x 

a  +  6- 

a»—  6» 
a  +  26 

2ax  —  x2 

a  +  x 
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X3 


1<>  1 — SC  +  SC2- 


2°  1  +  X  +  X*  + 

3o  1  + 

4»  1- 


1+cc 
x3 

1  — X 

Q2_jf)i_cî 

26c 
62  +  c2  — a* 


26c 
179.  1*     a*  —  a3 -'ra*  —  a  +  l 

2»  &3_03  + 


a3b —  ab3 


a +  26 

30              4-2x  +  a;»       g 
d  2~+^ 

4*        1—  2œ  +  œ»  + 


l  +  2œ+x» 
Réduire  au  même  dénominateur  le»  fractions  suivantes  : 

18°"  *  46^'      6c'      36 


2« 

3» 

181.  1» 

2o 

3» 


76        Ha6        5ac 

3a  '      12c  »      86 

3a  56  8a6  5a26 


7sc2  '      14y*  '      21x1/  '       6x2y 

a»  a6  3a2— 2a6 

a  +  6'      a  — 6'        a2  — 6* 
ax  2a2cc2  2a2  +  cc2 


a  +  x'  a*  —  ax  +  x2'  a3  +  x3 
a  +  l  a  —  1  a2  +  l  a2 — 1 
a  — 1'     a  +  l'      a2  —  1»     a2  +  l 


§  III.  —  Opérations  sur  les  Fractions. 

Exercices   iiu  l'Addition   et  la   Soustraction. 

joo               ,„  a    .    a    .    3a    .    2a 

482.             lo  _  +  _+_D.+_ 

9o  2a        3a        5a         7a 

*  "5x  +  4x  ^  6x  +  12» 
«.  m  +  n        m  —  n 

V  —2       +       5 

A.  a  +  6    ,    a  — 6 

*  a— 6  +  a  +  6 
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1S3. 

1» 

2o 

3» 

4» 

184. 

/^-i« 

2o 

3° 

40 
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i        *        ,    1  +  n> 


2a 


a  +  33 
5 


+ 


3a; 


+ 


1  —  71 

3x*  4-  a* 


+  is±»  + 


a* —  x2 
9x  —  8 


4x  — 5    .    2x4-6    .    4x4-8 
H a 1-  - 


7       T       9       T       11 

l+5a        1  — 5x 

1  —  ox         1  +  ox 
2x2  —  2x  +  l  x 

x2  —  x 
ax  i 


a2  —  x1        a  +  x 
ax  —  a        ax  +  a 


1-5.. 


l« 


x  +  1  a;  —  1 

13x  — 5a        7x  — 2a 


3x 


/^2o 


3' 


4  6  5 

3a  — 4b       2a  —  b  —  c       15a  — 4c      r 

7  3+12 

3a  +  b  +  x        2a +1   ,    7a— 26    J 


5a 
4o/x    3«  +  2x 


36 

5a  —  x 


186.     1» 


a  -f-x 
1 


+ 


9a 
+  2x 
2x 


14-x  1 — X  1  — X2 

9o     l   y  «V at>         ,        ^ 

^       (a  +  6)3         (a  +  6)2  "^  a  +  6 

2ax  +  x*        a2  4-  5ax  x 


3' 


(a  —  x)2 
3a 


(a+x)* 
2a  4- x 


a  —  x 


.  "Jl-Î 


io  "" ■  ^  -r  ~ »       .*-'■' 

^Ua-2^)*        (a4-x)(a-2x)       T^-TF)  - 


a24-i 


3a +  1 
10(80»  4-  2a)_ 
14- 5a         1— 5a  "*"       1  —25a» 

4»     q*4-qfr4-&*        a2  — 064-6»        26»  —  62  4-  a^ 


a  +  6 


a  — 6 


a* -6* 
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i88.  1° 
2o 

4° 

189.  1» 
2° 
3» 
40 


3a  —  66 __  5a  — 66 
a —  b 


a  +  b 

-  6  +  1 

■^a""1"    a*  — 62 

x  +  1  x — 1 


4a  —  56        7a  — 86 


a  +  b 


,    5a +  36     ,    6  — 1   r 


a  — 6 
3 


a  +  6 
4x 


2x  —  2        2x  +  2        x2  — 1  "*"  ce*  —  1 

a        .        a  2a»  4a262 

a_6  +  a  +  6  +  a* +  6»  +   a*  —  6* 

111 

(a  — 6)(a  — c)  +  (6  — a)(6  — c)  +  ~(c  — a)(c  — 6) 

6c  .  ac    "  ,  a6  \ 


(a  — c)(a  — 6)  JT  (b  —  c){bj-a)  ^  (c  —  a   (c^6J    - 

a  +  6 6  +  c ,  c  +  a 

(6  — c)(c— a)  +  (c  — a)(a  — 6)  +Ja~^b)  (6  —  c) 
2  2,2,    (g-6)2  +  (6-c)*  +  (c-a)» 

â^T"1"  6  — c  "*"  c-a  "*"        (a  — 6)(6  — c)(c  — a) 


190. 


191. 


le 

2o 
3° 


Exercices  sur  la  Multiplication. 


œ  —  y 

x2  — 1 


X 


8 
6a 


cc  +  1 


«^X       ^       X 


4*    ^* 


â-+-£.       a-— i*. 


15x  —  30 
2x 


X 


3a;2 


5x  — 10 


lo 


(a;-!)2        (x  +  l)y2 
y*        ^      x  — 1 


<2_ 


3-  )*1-+4?)(£-*) 


a2  —  x2  v  ^  a»  +  x» 
„         X       "~~~ 


192.     1° 

2o 

3» 
4» 


a2x2  x        xy        x  as*  —  y» 
y2    '      a(x  +  y)  axy 


a(x  +  y) 

'6  +  c c 

2 


x»  — y»        (m  +  n)2        6(m2  — n») 


fm  +  «Ô3  x       12       x     m  —  n     "*       x  +  y 

ax  +  x»        26x  —  ex» 
26  —  ex  x   (a  +  x)» 
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2x2 


•x  + 


NT*** 


a2  + 

3  +  x3 


F)  («'  +  *) 


O  +  ^îf-)*1-**)' 

\T=x~ ~  T+~x~)  (jx~  +  T  ~x) 


1  +  x, 

r    a  +  &  a  — &  26»     1  w 

L2(a  —  6)        2(a  +  6)  +  o«  — fc*Jx 


26 


( 


g  — V    ,    x  +  y\(x*  +  y*       ,\      xy 
y)\    2xy     +1jxJ 


x  +  y 


+ 


+  ¥ 


195. 

!• 

2» 

3« 

4» 

196. 

1« 

2» 

3« 

4» 

3^*97. 

1" 

2» 

3* 

4* 

Exercices  sur  la  Division. 

2x 


3a 

2x  — 2   '  ce  — 1 


\l 


4a  +  2  .  2a  +  l     V 
~~"3a       *      5a 
(ac  +  y)»  .     x  +  y       y>* 


"7é^ 


C2__d*     •"if  +  T 

(x2        _a*_\  .  (x_        a_\ 
!?—  x*)  '\a  ^  x) 

V x1        a2  ;  '  V x        a)  ^a 

(•+îêr):(-^rV '  <-^ 


xs  —  3ax2  4-  3a2x  —  a3  .  x  • 


x  +  a 

'x  +  a 

x*  — y* 

œ  — y 

a3+-63 

'  a2  —  o6  +  &* 

a5  —  x2 

a  —  x 

4ax 

'      3x 

a*  —  x3 

a  —  x 

f/>  +  x 3 

a2  —  ox  +  *' 

^ 


-0) 


v 


198. 


1« 

—  2« 

3» 

4« 
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â  +  x       .  m  +  n      ïyf 
{m  +  n)2    '   a  —  x     r 
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199. 


x  —  3 

3cc2 

a3  -\-x3 

se*  — o* 

(x  — a)2 

0+5) 

V  b3        a9>) 


(- 


2a 


)(«-^£):0 


200.  - 


i  — 2a« 
3a6 

kmïp* 


:(2  +  al) 

.        2m3CC 
•    p2 — pX 


201. 


-3-  (i-ipî.):^-,) 

fi  4.  f     *      +      a     ^  •  (_* ?—\ 

**V  \a;  —  a    '    s  +  a;  'va;  —  a       x-\-a) 

V         x    ■    x*  ~t~  x3  )  '  \x       "ce2"       X3  / 

*  (ira -!+«):(—»■ +2»') 


*-* 


*v 


^r)Kto-4  +  7rar) 


4» 


(2-p  + 


2a? 
2+p) '  p*x 


2p* 


4a  -f-  api 

Ax 


V: 


202. 


TT 


b  +  c 

1 
6  +  c 


1 

b 

1+ 


q  +  c  ■  f 


VW 


4' 


a«&2 
c 


a-|-  c 
.  \  aïe*  .  (b*c?        ac\  .  (  ab  .  bcY] 


EL. 


10 
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§  IV.  —  Exercices  sur  la  vraie  valeur  des  Fractions 
indéterminées  en  apparence. 

Trouver  la  vraie  valeur  des  expressions  suivantes  : 
203.  1.  ^«-e  pour    x  =  2 


2" 
3» 


x»  +  2x»  —  x  —  2 
x2  +  x  —  2 
x3  — 3x  +  2 
x*  —  6x  +  5 


204. 


2x>  — 3x  +  2  Mïl,    „       1 

40  x*  +  16x*-19x+¥    P°Ur    X=2- 

205-  le  3^3-18x^  +  36x^24       P0Ur    X  =  2' 

oo                8x3  +  2x2-5x4-*  DOur    „_I 

2°              8x»+l0»»-llx  +  2  p0Ur    X~2- 

4x3-13x«-Hx-2  2 

3*              8x3-22x*  +  13x-2  p0ur    *~* 

g<-2x3  +  2x»-2x  +  l  ^^ 
x*  —  2x3  +  x* 

206.     lo  xA_2x3  +  x»— 2x         P°Ur    X  =  2- 

x*-5x3  +  6x»  +  4x-8  x  =  2 

,  z  x3  —  4x*  +  4x  ^ 

.       75x*+t40x3-223x>+92x-12  2.  J_ 

3°      45x*-93x3  +  65x2-19x  +  2     p0UF  X"o    e'  x-3* 

2x»  —  21  x*  +  68x3  _  84x*  +  32x  id 

2°    '2x«  — 14x*  + 31x3  — 24x2+ 12x  — 16 

x5-2xM-2x*-2x  +  l  f> 

15  x3  —  x2  —  4x  —  4  r 

x«  —  2xs  +  2x*  —  2x'  +  4x«  —  6x  +  3         id 
4*    'x'  —  3xê  +  3xJ  —  3x«  +  2x»  — tkcî  +  tjx— 6 
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208.  1»  ^ pour    x  =  2. 

x  + 


x2  + 


x  —  2 

x  +  l 


x 3 

2» , —      pour    x  =  3. 

209.  -f  ^±^.-^1^  pour    x  =  4. 

9.         a?— 12  x2  +  l  _0 

"      x2  +  2x  — 8        3(x2-5x  +  6)     pour    x-i- 

~0  7  —  2x 1  .. 

"*  x2  —  x  —  2        x2  — 3x  +  2  ia# 

4x*  +  3  «■-! 

x2(x2  +  x  — 6)        x2  — 6x  +  8 

n.n  *     ,.  2x2  +  4x  — 1 

210.  1'  a>  — 3 P  ^  =  00. 

2o  *^J  •        id. 

x3  +  2 

*.  5x3--8x2  +  3x  +  4  -,       . 

d  2x3-x  +  6 

5x3  — 8x2  +  3x  +  4 
4  2x2— x  +  6 

211.  1«  -gl~8a;  +  3  pour    x  =  oC. 

2x3  —  x  +  6  r 

(2x  +  3)(3x-5)(x  +  l)»  id 

x2(2x  — 3)(4x  — 1) 

3,  (3x*  +  l)(5x  +  3)_  i(J 
(2x3-l)(x  +  4) 

4.  (2x-3)*(4x  +  7)>  .. 
(3x  — 4)2(5x*  +  l) 

212.  1*  3x  —  /x2  —  x  +  l  pour    x  =  oC. 

2.  x  +  3y/x~  id. 

7/x +2x 
3»      /a:2  — 2x  — 1— y/x2  — 7x  +  3  W- 


4o  2x2  — 5  +  y/x*  — 3x+l  id 

3 

x  —  1+  y'4x5  +  x  —  2 
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CHAPITRE  III 

LES     RADICAUX 


§  I.  —  Exercices  sur  la  racine  carrée. 

Extraire  la  racine  carrée  de*  polynôme»  suivant*  • 

213.  1°  x*  +  x  +  i- 

2*  a»  —  a6  +  -^ 

4 

3»  x*  —  4x*  +  4 

4»  16a2  +  40a6  +  256» 

214.  i»  36x«  +  12x3  +  1 
2»              64a2  —  48a6c  +  96*c» 

3.  a^c*  —  2abc*d*  +  b*d* 

4.  9.a«  — 2o«n»  +  4»6 


215. 


1.  25_a26»  +  |a*c2+-gc* 

2»  aîm  +  2amyn  -f-  yÏB 

o.  a2        4a        462 

°  62  ~~  3c  "*"  9c2 

62    +     6d2     +     d* 

216.               !•  xJ  +  2x3  +  3x»  +  2x  +  l 

2°  4x<  +  12x3  +  dx2  —  6x  +  1 

3°  1  —  2x  +  5x2  —  4x3  +  4x* 

4»  x*  —  2ax3  +  5a2x*  —  4a3x  +  4a* 


217. 


1°  9x2  —  30ax  —  3a»x  +  25a»  +  5a3  + -^- 
2»         a*  —  10aS6  +  31  a*62  —  30a363  +  9a26« 
3.         ^_a36  +  |a262-4a63  +  ^6* 
k»         a*"  +  2a3"6  +  3a**62  +  2a™63  +  6* 
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218.     1  •  -|  +  6x  —  17x2  —  28x»  +  49** 

p       ox*_  Zaxi  +  6bx»  +  ^-~  —  abx*  +  b*x* 
3»         x*  —  2ax3  +  (a2  +  262)x8  —  2ab*x  +  b* 


40 


9y2        s        15j/x  +  16*2  +    5i2   +  25z2 


219.  1»  9a2— 6a6  +  30ac  +  6ad  +  62  —  106c— 26d  +  25c2+10cd  +  d2 
2»  x6  +  4ax5  —  10a3x3  +  4a5x  +  a6 

3«  1  — 2x  +  3x2  — 4x3  +  5œ<  — 4xS  +  3x6  — 2x7  +  x» 

4»  4a2x6  +  16a3*5  —  20a5x3  +  40a6x2  —  24a7x  +  9a» 

§  H.  —  Exercices  sur  les  radicaux  du  2e  degré. 

Addition  et  soustraction. 

Simplifier  les  radicaux  suivants  et  effectuer  les  opérations  indiquées  : 

220.  1»  6/2  — 5/2  +  |y2  — |-/2        1  ^ 

2»  /24+/BT— /6  iV^^" 

3»  2/8" +  5/72  —  7/18—  /50~   %  If""^ 

4«  /Î2+2/27  +3/75  —  9/48 

221.  1»  3/2  +  4/8-/32 

2o  /Î2— /27+/Î8— /75 

3»       8N/f-*-/Ï2  +  4/§7-2iv/j3>î./T. 

4.       2^4+/6ô-y/|  lAVl4; 

222.  1»  v^ïSc5"—  /8Ô33"  +  /5ô»c" 
2"  /18a&fc3  +  /50a363 
3°  /4â"»6*="8ô»P" 

4»  /18a363c*  +  9a262c* 

223.  1°  /3a»c  +  &abc  +  362c 
2»               /4a562  _  20a36^  +  2oab*  , 

4»  36»/ô37+-|/a^3"—c*i/p- 


^m 
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224. 

1» 

2» 

3o 

4o 

225. 

!• 

2» 

3» 

40 

226. 

1» 

2» 
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»fe2c  — 2Ô*W 


c*d2 


V    a*  +  2ax~+x* 
/9x  +  27+3/4x  +  12 

V  a*bd  —  îabU  +  lfld 


.  I  a3  +  2a2  +  x 

V    «'  +  5^ 

.  /a3  —  axz  —  alx  +  x3 


6var 


a-6 


V  (a-6)2 


a  +  6 
3  /ZT4  — /^25  +  4  V/Z79 
2  v  ZTg  +  /^ri8  —  /^32~ 

3«   2/^^  +  3/^12— 5 /^Ï8  — 7/^32 

4» 


227. 


228. 


228. 


Multiplication   et  Division. 
/24X/6      ~    l*~ 

/Sx^/J        I 

5       t," 


2/27x3/6        *>   '       >• 


lo  (3  +  /5)(2--^)_ 

2-  (7  +  2/6)  (9  —  5v'6) 
3*  (6+ 12/7)  (3  —  5/7) 
4*  (9/ï2+3)(5/Ï2  +  8) 

1»  (9  +  2/ÏÔ)  [9-2/ÏÔ) 

2«  (7-2/3)  (7  +  2/3) 

3-  (/Ï5  +  /7M/Ï5-/7) 

,  (_5_V|)(_5+V/|) 


■ito 
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1»  (/2  +  /3)  (2/2-/3) 

2«  (5/5  — 7/ÏÏ)(2/8~  — 3) 

3°  (5/Ï4+3/5)(7/ï4  —  2/5") 

4°  (2/8  +  3/5  —  7/2)  {/72-5/5Ô  —  2/2) 

1-  (a  +  /F)(a-/6) 

2-  (/5  +  /6)(/5-/6) 

3-  (a  +  /S)x(6  +  /y) 

<■  ('Vt+VIXVI-Vt) 

1*  3/^8x2/^18 

2-  (/ZI3+/— 2)V/=6 

3.  (2  —  /=T3)(io  —  /=8) 

4.  (3-/=5)(4  — 2/=5) 

1°  (/^ÏÔ  +  /=7)(/=ÏQ— /=7) 

2»  (2/3-/^5)(4/3  — 2/=^5) 

3'  (/2-3/^Î5)(/7-/^3) 

4.  (/Zrf7  +  /=TÎ9)(7/=T7  — 7/^19) 

2«  (a  +  /ITï)(a_/^6) 

3.  (a  +  t/— I)j0_6/=I) 

4"  [x  —  a  +  b\f^\)[x  —  a  —  6/^T) 


2S3 


(/72  +  /32— 4)  :/5 

(2/32  +  3/2  +  4):  4/8 

(3/=T4  — 2/^Ï2  +  /6  — 9)  :  —  3/="2) 

(141^715  —  7/^3  —  2/^5)  :  (7  —  /=^ 


[a2/3 

//ï=^+ 


6«c/3  — d/d  — 26d/c)  :  (a  +  6/c  +  /3) 
1 


7  :\+  \[ï=&) 


VÏ+x  )     \       /T 
(a*  +  62)  :  (a  — 6/=T)  +  a 
[a  +  6m  —  [am  —  &)/ — 1]  :  (1 — m/ — 1) 
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237. 


Rendre  rationnel  le  dénominateur  des  fractions  suivantes 
1 


238. 


239. 


240. 


f 
2« 
3» 
4' 

!• 

2» 
3* 
4» 

!■ 

2» 
3* 
4* 
lo 
2» 
3» 
4» 


2  +  /3 

1 
/2  — 1 

2 

—  ldby/5 

7 

y/8  — 2 

1  +  /2 

2  —  y/2 
5  —  7/5 

l+V'3 

/3  +  /2 

/3-/2 

1 

3(/5-/2) 

1 

/2  +  /3  —  /S" 

/30~ 
/5  -  /3  +  /2 

3  +  /i/3 
y/6  +  /2-/S' 

156  +  12/ÏT 
6  — 2/ÎT+14/2 

_6 

1  +  /=2 

8y/=M2—  12/^1 

4/^~3 

5— y^2 

1+V/=1 

4/5  —  20 
l/zriD-syC! 


241. 
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b  +  fî 


242. 


/6  +  /c 

3.  •a  +  t/g 
\Ja  —  y/6 

i/œ  +  y/v 

!•  _     ab  

y/P  —  /afc* 
2„  Va  +  ce  +  /a  —  x 

^a  +  x  —  y/a  —  x 

3*  a  +  v/~~^ 

a  —  y/^5 

4.  a  +  y/^6        o  —  \f^b 
a  —  / —  b        a  -\-  / —  6 


§  III.  —  Transiormation  des  radicaux  doubles. 

Transformer  les  expressions  suivantes  : 
243. 


244. 


245. 


lo 

V7  +  4y^ 

2» 

V8  +  4y/3 

3° 

-£^6  +  2/5 

4« 

I-V5  +  /2T 

1' 

oV2  +  y/5 

2« 

V5-y/2T 

3° 

V3  — 2/2" 

4» 

V28  +  5y/ï2 

1» 

V7  +  6y/^2 

2- 

^31  +  42/^TS 

3» 

V-3-y/^ï6 

4* 

V/4/=r6  —  2 
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246.                    1«  ^a*  +  b+2a</b~ 

2'  \Jac2  +  bd2  +  2cd  \fâ~5 

3'  \/2a  +  2\/tf^W 

4»  Vcc  +  2y/x^T 


247.      l-  y/^  +  l-v^rf^ 

2*  \x  +  xy  —  2x/y 


3' 


y/W 


12g3ç*        4a«c* 
6d2  d< 


4.      4/b2  _  a&  4.  °*  4.  /4a63  —  8a*62  +  a*b 


248. 


4a363 


2  \-w~cd+-Jb—  ^ 


tf 


25a2d        4aîb        20a2 A    /—g 


d  c 

§  IV.  —  Exposants  et  radicaux  quelconques. 

Simplifier  les  expressions  suivantes  : 

250.         1»         (a*)-J 
2»        (a»)-« 

3.  (_a)-*» 

4»  (—  a)-(ï»+,) 


249. 

!■          (a»)« 

2-           (a")» 

3*         («263)» 

4.         (_„)» 

251. 

1-         [(-«»)*]' 

2*       [a*(fe  — c)3]* 

3*       [0(6  — c)*]» 

252.  1-      (-£)".  (6*)*.  a» 

o.  /a+6\»   /c+cc\m   /  c- 
Vc— x/    '  \a+6/    '  \a— 
_         (49x»  —  36  y2)" 
(7x  — 6y)m 
4»   (a  +  6)"(a-6)-  ,„    (5a»  +  8at*  — 2,6»)'» 

*  (a  +  36)- 
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2 


(2a6)».(3a6)».(5a)< 
(3&)3.(4a6)6 

[(35a5)'»]" 


4* 

[(7a3)m]n 
o4m  —  a4n 

3 

255.     1» 

i/a*(x  +  a)* 

3 

2* 

3 

3* 

y/32a3(a*  — œ*)« 

4 

256. 


3 


/32a*" 


3°      y/81a3x 

3 

4»     y/24a*x5 

6 

1»         y/4a2 


y/360262 


2°      y/64a866 

6 

3*       )ffibW 

8 

4»        y/16a* 
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257. 


258. 


259. 


260. 


Réduire  au  même  indice  les  radicaux  suivants 

4 


y/3,     y/5,  •A 

5, 6 10 

/a3,     y/a»,    /â* 
s 


3»     ^(x^  +  ys),     y/462  (  a»  — c*) 

8 6 

4*  </xy3 ,     y/3x2i/3 

n 

1- 

2» 


/(a  — 6)»,     VC^  +  as2)2 

3  4 5 

y/â,    y/6~,    y/ax,    /a  — x 


Effectuer  les  additions  et  soustractions  suivantes  * 


y/56 +  y/î89  + y/448 

3  3 3_ 


/24ô<"+  y/3a*x3  —  y/8lax« 
y/ZTg  +  yC^5ï2  —  y/^27 

3  3 i3 


/_  54  _  y^T250  —  y/=Tï28 

3  3 

9y/5x*  — y/î3ox*" 

3  3 

8/P6  —  y/âëf 

■  n 

y/a3"6  —  y/a,Bfc 


Ï88 
261. 
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/Sa*  (a +  6  )*" — bab  /5a2(a  +  6) 

5 


y/32a3  +  %x  +  /a»  +  3a5x  +  /a3x5  -i-  &c« 


c  —  a36 


Effectuer  les  multiplications  et  les  divisions  suivante 


262. 


2£3. 


264. 


265. 


266. 


5/6x3/ï 
r/ï5x5/Ï8 


6  •Ta' 


/7a»  X  y/âc» 

3  3 

6/âx/2c 

3.3/T"  .   3*/? 
4  VT6"  '  5  V  5 

3 

3/200* 

4 

2y/19<w;2  :  /§â 

n  » 

y/a3»  +  î  ;  /âï»  +  » 

4 

/xx/5 

4 

/Fx/âx 

4  g 

/â^x/â^x  (—  /â) 

4  6 

3/0X7/5 

6  3 

/ô¥:  i/âW 

4  6 

•S  :  /S 

6  4 

2/27:  /9 

lî  9 

/Ï25~:/25 

4/Î2  :  2/3 
(2/32  + 3/2 +  /4)  :/g 
(/8"+vî2"+/4~)  :  v2" 
(/S+/ï2-+/2"):2/2- 
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Rendre  rationnel  le  dénominateur  des  fractions  suivante*  : 


4/12 

1o        — ï 

2/3 

268. 

1-          m 

267. 

1         3            3 
yx±yry 

/8 

o.              1 

z        S            3 

/3±/2 

3-          * 

3»            1 

°           3 

/0,008 

d        4  _       * 

/x  +  /y 

4-       *fr 

/9 

A»             m 

4         4             4 

/a  —  /5 

Calculer  les  puissances  et  les  racines  suivantes 

269. 

1.       (a/3)2 
2»        (2/â)3 

3»     (5/â^c)8 

4«  (7/œï"-=y2)3 

1" 

270. 

1»       ^9/3 
2«      ^27/5 

4»      \/aV& 

271 

s/rsfï 

2» 

(v/fe07 

3» 

ft/V-rY1 

4- 

vVv'sa»; 

272. 

*    ^+3V^-3Y^-\7> 

-     V'>: 

J7n    r/6~    t7^~ 

<  VV»3  X  V  V«9  X  V  Va 

3» 

V  /? 

4» 

V 

/5 

10* 
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Effectuer  les  opération»  suivantes 


273. 


S» 
4. 


s 
36» 

7 

4~ï 

9-o.s 


274. 


(.») 

,.     (t|)tx(4)tx«*x(4) 


2  Ni 


2» 
3» 
4« 


i        I 

a*  Xa» 

-I         I         _i 
a    «  x  a*  Xa    T 

_s  l   i 

a    *x6-,Xa«6»c 


276.     1« 


275.  1»  (o«-  a*  +  a*  —  a*  +  a*  —  a  +  ai  —  l)  (ai  +l) 

3*  (a-1  — ar-*)  :  (a-»  — x_») 

40      ^a*  —  om-  2aix*4-2ae*j:^ai  —  x*) 

4S/7Z      .6/T" 
V  Va2  X  \  sfâ* 

?.  (y'â^+/6»")(/a3  — /p) 

/  4 6 11    \       fit «      \ 

3     [a»  _2/a*6»  —  aVa36*  +  26/6 )  :  (/a«  —  /6*J 
4»  (5a1  —  41a6  +  426*)/ô  :  / /â~—  -j^- ) 

L(a  +  6)ïJ 

ffsr 


277. 


2* 
3« 


*•  (v.7î  +  ?«**  +  2\Wv/Vva^)è 
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CHAPITRE   IV 

IDENTITÉS 

278.  Vérifier  le3  identités  suivantes  : 

2»  l+a*=(l  +  a/2  +  a*)(l— a/2  +  a*) 

3»  H-a«  =  (l  +  av/3  +  a*)(l4-a2)(l  —  a\/3  +  a*) 

*        ,/.(^)!+^(^)'=^(R»  +  ,.  +  RO 

279.  Vérifier  les  identités  : 

1"  x(x  +  l)(cc  +  2)(x  +  3)  +  l  =  (x*  +  3a5+l)2 

2»    (1  +  x  +  as*  +  a;3)2  =  1  +  2x  +  3x2  +  4as3  +  3ac4  +  2x5  +  as« 

30  /m«-iy  ,   /     2m     \»_ 

=4+(!+I)(t+t)(t+4) 

280.  Vérifier  les  identités  : 

i«       (o  +  6  +  c)3  — 3(a  +  6)(6  +  c)(c  +  a)  =  a»  +  6»  +  c» 
2o    (a  — 6)»+3(a  — 6)*(a  +  6)  +  (a  +  6)»  +  3(a  — 6)(a  +  6)«  =  8a» 
3»    (a  +  6  +  c)»  +  (a  — 6)«  +  (a  — c)»  +  (6  — c)*  =  3(a«+&«  +  c») 
4"  (a+6+c+d)2+(a-6)2+(ti-c)î+(a-d)*+(6-c)2+(6-d)»+(c-d)2= 
=  4(a*+&2-f  c*+d2) 

281.  Vérifier  les  identités  : 

1»    (a+6  +  c)3— (6  +  c  —  aP  —  (c  +  a  —  6)»  —  (a  +  6  —  c)»  =  24a6c 
2o  (a  +  6)«— (c  +  d)2  +  (a  +  c)»— (6  +  d)2=2(a  — d)(a  +  6  +  c  +  d) 
3»    a(6  +  c)2  +  6(c  +  a)*  +  c(a  +  &)*—  4afec  =  (a  +  6)(6  +  c)  (ô  +  a) 
4°  (a+b+c+dp+(a  —  b  —  c+d)*+(a—b+c—d)*+{a+b—c—d)*=: 
=  4(a»  +  6»  +  c2  +  d*) 
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282.  Vérifier  les  identités  : 

1°  {a— b) (a+6  — c}  +  (6— c)(b  +  c— a)  +  (c-a)(c  +  a  —  6)=0 
2»     (m*  —  n*)  +  2n  (m3  +  n3)  —  (n  +  m)2  (m  —  n)2  =  2m2n  (m  +  n) 
3«  (a2  +  62  +  c»)  (a'2  +  &'2  +  c'2)  —  (aa'  -f  66'  +  cc')2  = 

=  (  ab'  —  6a')2  +  (  b&  —  cb'  )*  +  (  ac'  —  ca'  )2 
4*    [(a— 6)2+(6  — c)2+(c— a)2]2  =  2[(a-6)*+(6  — c)*+(c— a)*] 

283.  Vérifier  les  identités  fractionnaires  : 

,,   x*y*z*    ,    (a;»— 6i)(y«-6«)(»«-6»)    ,    (g»-c»)(w<-ci)(ai-ci)  _ 
1       62c2     "*"  62(62  — c2)  "*"  c2(c2  — 62) 

=  cc2  +  y2-t-»2  — c2  — 62 

2c         y»»»        (zî-62)(62-y2)        (c»-»')(c»-y«)  _, 
*  62e2  "i  62 (c2  —  62)  '  C2(C2  — 62)         ~~ 

00  a;2*2      (x2— b*)(b2— z2)y2      (a2— c2')fc2— z2jy2_  (a;2— y2)  (y2— z2) 
62c2  "+■  (  y*—  62)  62  (c2— 62)  +  (c2—  y2)  c2  (c2—  62)  ~~  (y2—  62)  (c2—  y») 

284.  Si  l'on  écrit    a  +  b  +  c  —  2p,    démontrer  que  Toc  a  les  iden- 
tités suivantes  : 

!»  <+  fe*  +  c»-a»  _  2p(p-a) 

1  1+  25c"         —         bc 

2<>  (p_a)2  +  (p  — 6)2  +  (p  — c)2+/>2  =  a»  +  62  +  c2 

3»  2 (p— a)  (p—b)+2(p—b)  (p—c)+2  (p—c) (p—a)  =  2p2—  a2—  è2—  c2 
4»  2(p— a)(p— 6)(p— c)+a(p—  b)(p— c)+6(p— c){p— a)+c{p— o)(p— 6)=a6« 

285.  Vérifier  que  si  l'on  a    a2  =  62  +  c2,    la  formule 

S=/p(p  —  a)(p  —  6)(p  —  c) 
se  réduit  à    S  =  -*-  6c. 

286.  Vérifier  que  si     «e*!=j£±£     et    y  -  ^  "ff  +  *  , 

on  a  *tî=- 

y +  6        a 

287.  Vérifier  que  si  l'on  a    A  _  .B      Ç.  _  J> 

a        6        c        a 

on  a  aussi 
/Xï+/Bb  +  ^Cï+/Dd  =  )/(A  +  B  +  C  +  D){a  +  b  +  c  +  d) 

288.  Vérifier  que  si    x  +  y  =  u    et    xy  =  v,    on  a  : 

1°  x2  +  y2  =  u2  —  2u 

2°  x»  +  y3  =  U3  _  3UV 

3«>  x*  +  y*  =  u4  — 4u2u  +  2v2 

4*  x*  +  y5  =  t*5  —  5w3u  +  5uu2 
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289.  Vérifier  que  si    ax  +  by  +  cz  —  O,    l'expression 

ax2  -f  byi  +  Ci* 

br,(y  —  z  )2  +  ac  (  z  —  x  ;2  -\-  ab  (  x  —  y  )8 
est  constante,  quels  que  soient  x,  y,  z. 

290.  Vérifier  que  si    —  =  —  =  -*-    et    —5-  +  iV  H — w  =  1 ,    on 

^  a:         y         z  a2    '    62    '    c8 

m2    ,    «2         «2         m2  _l  n2  j_  «2 
»  aussi  — 5-  +  -75-  +  ^V  =  — ~-j — 9      % 

a2         o2         c2         a;2  -j-  y2  +  z2 

291.  Vérifier  que  l'expression 

(ay  —  bx)*  +  [bz  —  cy)t  +  (cx  —  os)2  +  (ax  +  by  +  cz)* 
est  divisible  par    a2  +  62  +  c2    et  par    ce2  +  y2  +  s2. 

292.  Vérifier  que  le  polynôme  (a-\-b  +  c )m  —  am  —  6m  —  cm  est 
toujours  divisible  par  le  produit  (a  +  b)  (b -\- c)  (a  +  c)  quand  m  est 
impair. 

293.  Vérifier  que  l'expression  x3  -\-  3x  +  2  s'annule  quand  on 
donne  à  x  la  valeur    (/2  — 1)  s  —  (/2  — l)-^ . 

294.  Vérifier  que  le  produit  (1 — ax)(l+ax)~i(\+bx)ï (1  —  bx)~~î 
a  pour  valeur  1,  lorsque    x  =  a,-i(-r 1  \~ T. 

295.  Vérifier  que  l'on  a 

2a(l+œ8)ï[x  +  (l+x2)2]_1  =  a  +  6 
toqu,  ,  =  2-.[(»)i-(A)i] 

Démontrer  les  propriétés  suivantes  : 

296.  1°  Si  la  somme  de  deux  fractions  est  égale  à  l'unité ,  leur 
différence  est  la  même  que  celle  de  leurs  carrés  ;  2°  si  la  différence  de 

deux  fractions  égale  £- ,  p  fois  leur  somme  égale  q  fois  la  différence 

de  leurs  carrés. 

297.  1°  La  différence  des  carrés  de  deux  nombres  impairs  est. tou- 
jours divisible  par  8;  2°  il  en  est  de  même  de  la  somme  et  de  la  diffé- 
rence des  cubes  de  deux  nombres  pairs  consécutifs. 

298.  1°  Tout  nombre  impair  carré  parfait  diminué  de  1  est  divisible 
par  8;  2°  le  cube  d'un  nombre  impair  diminué  de  ce  nombre  impair 
est  divisible  par  24. 

299.  Le  produit  de  deux  nombres  qui  sont  la  somme  de  deax  carréB 
est  lui-même  la  somme  de  deux  carrés. 

300.  Si  un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  deux  carrés:  1°  son 
double,  2<>  son  carré,  3°  en  général,  chacune  de  ses  puissances  est 
aussi  la  somme  de  deux  carrés. 


DEUXIEME  PARTIE 

ÉQUATIONS 


CHAPITRE  I 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 


§  I.  —    Équations    à   une   inconnue. 

Résoudre  les  équations  numériques  suivantes: 

301.  5x  +  50  =  4x  +  56       {_.'■  £* 

302.  16x  —  U  =  7x  +  "0      X'  Ul 

303.  '    3x  +  10  =  5x  — 70  "             m 

304.  18x  +  4  =  34x  —  ^ 

305.  7(x  — 18)  =  3(x  — 14) 

306.  7(x  —  3)  =  9(x  +  l)  —  38 

307.  «  +  ^-  +  4  =  M       "    '-  ° 

308.  36-^  =  8-  X 

309.  3x_-165      t£      \\ 

x  3 

310.  5x  ~  5  =  3 


311.  |-+^_-^=l5 

312.  ^-  +  o=^-  +  2 

313.  -^-  —  5  =  1^— 8  X 


314.  *+£+lea;r_2 
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315.  4(x-3)  —  l(x  —  4)  =  6  —  x  *tT  t 

m-  T-J-T  +  T-T^-*1 

318.  2*-  19  ~2x       2* -11 


326. 
327. 

328. 


7. 


2  2 

319.  i^tl_^i  =  x_2 

320.  œ  +  i^i  =  4-^=i2.       *-~   ^ 

5  3 

oo/i  5a;  —  7        2x  +  7       „         . , 

321.  s y — =3œ  — 14     - 

qoo  g  — 2        12  —  x        5a:  — 36       4   - 

322.  .        — ^ g = ^ 1 

•m                       5x-2        ac  — 8  _  x  +  U       „       \/" 
*u.  3  j—  _ — g 2       r 

324.  ^-5_5x-3+2+|=0      ^t  ' 

325.  ^+A_£j^4_  =  2+3x-l 


15 
^(3x-4)  +  -^-(5x  +  3)  =  43  — 5x 


-2-(27-*)  =  -|-^(7*  +  54)      V^~0<^ 
3x  +  l  _,_  2a?  —  5  _  4ar— 1    ,    2  — a; 

r 


329.  "    13      +  —3—  -  —5 —  +  — 2 

oqa  x  —  i    .    23  —  aj       _       4  + a; 

aw.  ^ 1 g — —  / ^- —  ^ 

1 
„,                    kx  —  8        20  — a;    ,    œ+  2"  _R1 
331'  -ÏÔ 4—  +  — 3 6"6" 

i 


T  3"  3  V  5"  "~  T)  ~ 

13  A?> 

24         2x    ,    4   ~"  T        ^~ 
T +  5 

_    3  : 


333. 


K-iW(*-;)-*s  z 
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335. 

336. 

337. 
338. 

339. 

340. 

341. 

342. 

343. 

344. 
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j|i  +  2x  +  6^x - -|  -  ~j  =  450000 

16 


2 
2 


-i.  x~ 8  _l ~       3a;    ,    49 


Cj  h" 


(x  —  l)(x-2)  +  (x  —  l)(x  —  3)  =  2(x  —  2}  (as  —  3)  •H*2-' 
j»  3x  — 7        3x  — 14 


4x  +  2  ~~  4x  — 13 
7x  +  16  x  + 

21 


23    .    x 


4x  +  10  ~~  70  ^T 
(x--|)(x  +  4)-(x-5)(x  +  3)  =  9-| 


-y 


•a 


1  3 

2x  — 3        2x2  — 3x 


1  /x  — 5 
8  \     4 


h 


_I 


[^(x-2)  +  |]_[x-|(2x-l)]=0.^ 
J"3x  — 6  —  5(-^-  —  5)]+13(x-5)  +  i-  =  0 


Réseudre  les  équations  littérales  suivantes  : 


345. 
346. 
347. 
348. 
349. 
350. 
\>  351. 
352. 
353. 


x       x 
a        6 

x       x    ' 


^C 


^ 


x  +  a 


x  +  m x  — n  _  » 

n  m 

6x ç^ a  _  ex 

a         c       TT        d 

x  —  a    .    x  —  6        a2 +  6' 


^-flu 


6 

'       a      • 
a 

b 

ab 

b 

—  x        a 

x 

a 

x  —  m 

n 

—  x 

m» 

m 

n 

m  +  fi 
x 


m  —  n 
x 


354. 
355. 

356. 

357. 

358. 

359. 

360. 

361. 

362. 

363. 

364. 

365. 

366. 

367. 
368. 
369. 
370. 
371. 
372. 
373. 
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a(x  —  6)  =  6(a  —  ce)  —  (a  +  b)x 


297 


a*-b- 


a  +  x 


-.ab2  — 


6+03 


*o-i)+K«-ij-« 

a(a  —  x)        b(b  +  x) 

— ■ « —  x 

a 

a(x  —  a)    ,    b(x  —  b)  __ 
b         +        a  x 

2x-fg        x  —  b_3ax  +  (La  —  b)* 


> 


b 

x  +  a 


+ 


ab 
x  —  a  __  x  +  b        2(x  —  b) 


a  —  b    '    a  +  b        a  +  b 


+ 


a  —  b 


(a  +  x){b+x)-a(b  +  e)  =  ^+x* 
\+ax        3  +  a2x* 


/• 


1  —  ax        1  —  a2xs 

(a+b)2(x+i)-(a+b)(x+\)  +  (x  +  l)      .    ,  ,        ,„,»,. 
â+6  +  1 =  (a+6)z— (a+6)  +  l  • 

(>,  +  p)2-fc;-c3    ■    bc(b  +  c) 
b  —  c  ce 

_  P 


W> 


3(m  +  n)2        m  +  n   ~~  2(m  +  n) 
p2cc  /> 


t)L- 


*- (f  +  Jir)-T-T-(T-!Sr)  : 


3a;  —  —  -I-  4-r  _  ^1± 


1 

a  — 

b 

ce- 

- a 

5C —  b 

~  x2  — 

ab 

ci 

b 

a  — 

b 

X  — 

a 

X 

—  b 

cc  +  a 

-b 

x 

+  1 

a 

+  6  +  1 

x 

—  1 

a 

+  6-1 

3cc  — 6         3a  — 46 


3cc  —  56 

cc  +  1 


3a  —  86 
ce  —  1 


x  +  a  -j-6        cc  +  a —  6 
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374. 

x  +  a —  b        x  +  b —  a        62 —  aJ 


g  +  b  —  c a  —  b  +  c 

x  — 1  x  +  l 


375. 


g  b  ab 


376.  ^-1   ,  =      *— *  ,    +  2 

x  +  a  —  6        x  —  a  +  b 


377 
378 


1  m  1 


1  —  /n2x*        1  +  mx        1  —  mx 
x  +  a  +  b        x  +  a  —  b        a2  +  b* 


x  +  a  x  —  a  x2  —  a* 

379.  [(a»  — 6»)x  — l]s+(2a6x  — l)2  =  [(a2  +  62)x  +  l]* 

380.  (2  — x)  [16  —  12(12 +  2x)]=2x[l2(x  +  5)-12] 

X  +  l  X  —  1 


381. 


382 


x  —  1        x  +  l    1 

X  —  1 

2  +  2x  x  — 2  .    x  +  4 


9x*—  4        9x*+12x  +  4  —  9x2  — 4 

,„  x        2  / 2x— 3\   ,      3x  — 1      _  3  /  x*  +  2 \ 

soô.         -y—  3^œ_i  ;+  2(o>  —  l  )  ~"2  V3x-2/ 

<«A  3  +  2x        5  +  2x  _,  4x2  — 2 

1  +  2*        7  +  2x  7  +  16x  +  4x* 

ofiv      x  +  a» . x  —  6*  —  c8 . 

(a  +  6  — c)(a  — 6  +  c)  "•"  (c  — a  — 6)  (6  — a  — c) 


386. 


1  1 


a»-i5m        0bi^»-i        bm       a" 


,0-  ax"+*  — x"    ,     fcx»    _  ax*(x2  +  l) 

*"•  — ^r*      +irn~—     x*-l 


388.  (aS*+»)«  =  (a^-1)7X(a*-6)» 

389.  ^  =  a' 

a1 

390.  6»/î7T»  =  /527 
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II.  —  Équations  à  deux  inconnues. 


391. 


392. 


393. 


394. 


395. 


397. 


405. 


406. 


407. 


408. 


Résoudre  les  systèmes  d'équations  suivantes 
398 


2x —  y  =  \ 

x  +  3y  =  ll 

3x  —  2y  =  5 
2x  +  4y  =  14 

3x  +  5y  =  20  »  "» 
2x  — 10y  =  0 


12x  —  3y  =  12 
8x  +  y  =  20 


V 


-  à 


5x  — 8y  =  17     !, 

2x-2y  =  10  ^ 

3x  — y  =  l  ^ 
2y  — x  =  8 

5x--2y  =  ll      H- 

3y  +  x  —  9  }i  > 


399. 
400. 
401. 

402. 

403. 
404. 


6x  +  5y  =  16 
5x  — 12y  =  — 19 

3x  +  2y  =  23     fy 
5y  —  2x  =  29 

lOx  +  4y  =  3 
20y  —  5x  =  4 

x  —  y  =  l 
2^    ,    3y  _„ 

x  —  3y  =  1 
3x  0 


X 


<k 


7 


V  - 


vj 


-H 


! 


y  ~~  4 

5x  —  4y  =  —  3 
4 


v  ""  4        (t 


Q      T      O l     —    Q         "J^ 


x  +  y   |  a— y  __o 

12x  —  7y  __ 
— ï§ d 

x±y___x  —  y_ 
5      ~      3 
x 


ï 


i 


x  + 


y         4 

x   _  i  ! 

y  +  l  ~5 
2x  +  JLjpi.^21. 

4y  +  ^4-  =  29 


-a<- 


-1 
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409. 

410. 

411. 
412. 

413. 
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x  +  y  ,   y— x  _0 

3  +       2       —  y 

2"+— g  3 

g  +  y  ,    x  —  y  _K 

S  +— B- -5 

œ  +  y  a;  —  ^  _ 

4  3 

5(x-2)  =  y  +  2 
x  +  5  =  3(y-o) 

2(2x  +  3y)  =  3(2x_3y)  +  10 
4x  — 3y  =  4(6y  — 2x)  +  3 

±+l+y^L  =  2x-s 

2y-3x  +  2y  =  3je  +  4 


*-*> 


U    "= 


^c 


t-  0 


^ 


1 


fc     / 


414 

13                              3 

i 

x  +  2y  +  3             4x  —  5y 
3                         19 

+é 
î 

i 

6x  — 5y  +  4  —  3x  +  2y  + 

413. 

5x  +  7y        13 
3x  +  U  ~    7 
llx  +  27        19 
7x  +  5y  ~"  11 

a 

416. 

417. 

a    '    6 

fcx  —  ay  =  0 

x  +  y  =  a  +  b 
bx  +  ay  =  2ab 

1 

"3 

418. 

a    '    b 

4  +  x  =  1 

o        a 

419. 
420. 

(a  +  c)x  —  by  =  bc 

x+y=a+b 

*_x  =  o 

6        a 

^ 

■<y[ 

441. 

œ  +  y  =  c 

ax  —  by=c[a  —  b) 

t. 

M* 

3' 
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422.  a(x+y)  +  b(x  —  y)=A 

a{x  —  y)  +  b(x  +  y)  —  \ 

423.  XTa  +  ^=Z^-  =  0 

b  a 

x  +  y  —  b        x  —  y  —  a_Q 
a  5 

424.  {a  +  b)x  —  (a  —  b)y  =  hab 

(a  — 6)x  +  (a  +  6)y  =  2a2  — 2fc» 

425.  -2-j-  +  —^-r-  =  2a 

a  +  b        a  —  b 

x  —  y  x  +  y 

2ab     ~  a2 +  6* 


426.  _*      H ^. 


430. 


a  +  b    '    a  —  b        a  —  b 

y « 


a+b         a —  b        a  +  b 

427.  {a  +  b)x  +  (a  —  b)y  =  2ab 
(  a  +  c)x  +  (a  —  c)y  =  2ac 

428.  (a  +  26)x  —  (a  —  26)y  =  6ac 
(a  +  3c)  y  —  (a —  3c)x  =  4a& 

429.  œ  v  Aab 


a  +  b 

a- 

-6 

62  — 

«2 

x+y 

x- 

-y 

2fa2  +  è») 

a  +  b 

a- 

-b 

a* 

-6* 

1 

— 

1 

x+  — 

y- 

a 
x 

X 

v- 

_  b 
~  x 

y  \       x  ) 
§  III.  —  Équations  à  plus  de  deux  inconnues. 

431.        x  +  y +  ï  =  11  ~/-~ \   |       433.   x  +  4y  —  8s  =  —  8    *~ 

2x  — y  +  z  =  5    M,~-   j.    |  4x  +  8y  — 3  =  76 

3x  +  2y  +  z  =  24  À  '-   *~ .  8x  — y  — 4z  =  U0 


-y  +  *=5  V'  i 

2y  +  z  =  24  jtf--7 
y  +  z  =  7      3^-M 


432.       x  —  y  +  j=x7     i*  -  M  434.      x  +  y  — 6z  =  9 

x  +  y  —  z  =  l       u'i    *5.  x  —  y  +  4z  =  ! 

y  +  »-/  =  3        £_  yl  3y-2x-z  =  4 
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435.  2x  +  y  — 4z 

5y  —  x  —  i 
2x  —  4y  +  5z 

436.  2x  —  2y  +  3z 
J\     ,    3x  +  5y-2z: 

A  1/       4x  +  3y-4z: 

437.  2x  +  3y  +  4z 

3x  +  2y+z 
5x  —  2y  +  3z 

441,    \/ 


442. 
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=  14 


=w 


:16 

6 

:61 
:54 
:58 


438.  4x  — 3y  +  2z  =  28 
3x  +  2y  —  5z  =  16 

2a;  +  y  —  3z  =  10 

439.  2x  +  3y  +  4z  =  53 
3x  +  5y  — 4z  =  2 
4x  +  7y  — 2z  =  31 

440.  2x  +  7y  —  Hz  =  10 
5x  — 10y  +  3*  =  — 15 

—  6x  +  12y  —  z  =  3i 


443    ^/ 


444 


445 


446. 


x  +  2y 
5x  +  6z  ~ 
3y  +  4z 
x  +  2y 
x  +  y  +z  = 

5x  +  7y  _ 

7 
"  9 

8 

7 
128 

-6 

x  +  y 
3(z  —  x) 

—  i 

x  —  y+z' 
2x  +  3y  —  s 

=  4 

!  +3 

x_ y_   ,    7a  _  147 

2         5   +  40  ~"~5~ 

x+y+t=a+b 
1       __1_ 
x— y  ~  26 
x  1  6 


y  —  s 

x+y+z=0 

(6  +  c)x  +  (a  +  c)y  +  (a  +  6}z=0 

bcx  +  acy  +  o6a  =  1 

3x  +  6y  — 2a  +  9u  =  6 
4y  —  5x  +  5z  —  6u  =  5 
2z  —  3x  +  8y  —  3u  =  3 
9u  +  10y+3z  — 4x=»=9 
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447.  x  —  2y  +  3z  —  4u  =  —  8 
y  —  2z  -f-  3m  —  4x  =  6 

z  — 2u  +  3x  — 4y  =  — 8 

m  —  2x-f-3y  —  4z  =  —  2  r, 

448.  4x  —  3z  +  u  =  10    J?c^*  I 
5y  +  z  —  4u  =  1       '      "  ,*/ 

3y  +  «  =  17    f*  ' 
x  +  2y  +  3u  =  25     '-U-    -v   V 

449.  x+y+2z+u  =  3 

2y  +  3î  +  Au  =  4 
5î  —  6u  =  1 
5x —  4y  =  2 

450.  4x  — 3z  =  10 

2y  — 5w  =  5  V*   s. 

z  +  3u=19 
3x  +  y  =  13        M 


2y  —  3u  =  U         ,5    a    ") 


§  IV.  —  Équations  à  résoudre  à  l'aide  d'artifices 
de  calcul. 

Résoudre  les  systèmes  d'équations  suivantes  : 

451.  x  +  y  =  16 

x  +  z  =  22 
y-M  =  28 

452.  x$'y  =  n  S  ~~y- 

Y* 


y +3=8     U-, 

t+u  =  9    4)p 
+  u=9   V-  1 


x 

453.  x  +  y  +  z  =  15 
x  +  y  +  <  =  16 

x+  z  +  <  =  18 
y+z+J=20 

454.  x  +  y  +  z  =  a 
x+y+v=6 
x-f-  1  +  u  =  c 
y  +  j  +u  =  d 


J 
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455. 


456. 


457. 


458. 


459. 


460. 


461. 


462. 


463. 


464. 


405. 
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ex  +  ai  =  b 
ay  +  bx  =  c 
bz  +  cy  =  a 

x  +  v  —  1 
x—y  +  \ 
y_rix±i=ab 


x  —  y  +  i 


■18 


2L  —  IL  —  _L 

6  ~~  3  _  18 

3x  +  5y  +  s  =  34 

x  y_ s  u_ 

a  ~  b        c       ~d 

ax  +  by  -f  a  -\-  du  =  -*- 

mx  =  ny  =  pt 
ax  -\-  by  -f-  cz  =  d 


V 


x  —  y        x  +  y 

a(x  +  y)  —  b[x  —  y)  =  2a 
a(x  —  y)  —  b{x  +  y)  =  2b 


Zx  —  2y  +  l 

1 
sc  +  2y  — 3 


+ 


1 


x  +  2y— 3 

1 
3x  —  2y  +  l 


_5 

12 
1 


5/x  —  3v/y~=  3 
2ox  —  9y  =  81 
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466. 


467. 


468. 


xy 

=  6 

5x  +  4y 

XI 

—  g 

3a; +  2* 

y 

=  fl 

3y  +  5s 

xy 

ay  +  èx 

xz 

—  b 

as  +  cx 

vz 

bz  +  cy 

£  +  -*-- 

=  5 

f  +  -f-  =  2zy 


469.  x~a  =  y~b  =  3~c 

b  +  c        a-\-c        a  +  b 
mx  +  ny  +pz  =  d 

470.  x  +  y  +  z  =  1 

aœ  +  by  +  cz  =  fc 
**x  +  A*y  +  C'a  =  k2 


§  V.  —  Problèmes  du  1er  degré  à  une  inconnue. 

471.  Partager  le  nombre  46  en  deux  parties  telles  que  -=-  de  l'une, 
1_ 

3 


\ 
plus  -s-  de  l'autre  fasse  10.  Généraliser  la  question 


3 

472.  Quel  est  le  nombre  dont  les  -y-  diminués  de  8,  et  la  moitié 

augmentée  de  5  donnent  122.      -  5$ 

473.  On  a  vendu  le  l/3,  le  l/4,  le  V«  d'une  pièce  de  drap ,  dont  il  reste 
encore  15  mètres  :  trouver  la  longueur  de  la  pièce. 

474.  Partager  100  fr.  entre  trois  personnes,  de  manière  que  la  pre- 
oûième  ait  5  fr.  de  plus  que  la  seconde,  et  que  celle-ci  ait  10  fr.  de  plus 
que  la  troisième. 

475.  Partager  90  fr.  entre  trois  personnes,  de  manière  que  la  troi- 
sième ait  5  fr.  de  moins  que  la  seconde,  et  celle-ci  10  fr.  de  plus  que 
la  première. 

476.  Trois  personnes  ont  ensemble  100  ans  :  trouver  l'âge  de  cha- 
cune, sachant  que  la  cadette  a  dix  ans  de  plus  que  la  plus  jeune,  et 
que  l'aînée  a  autant  d'âge  que  les  deux  autres. 
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477  Une  mère  et  ses  deux  enfants  ont  ensemble  60  ans  :  trouver 
Tàge  de  chacun  des  enfants,  sachant  que  l'aîné  a  3  fois  l'âge  de  son 
frère,  et  que  la  mère  a  le  double  de  l'âge  de  ses  fils. 

478.  On  veut  vendre  une  voiture,  un  cheval  et  ses  harnais  1920  fr.; 
*  cheval  vaut  5  fois  ses  harnais,  et  la  voiture  2  fois  le  cheval  :  trouver 
les  prix  respectifs. 

479.  En  trois  j  urs  une  maison  de  banque  a  reçu  16800  fr.  :  trouver 
la  recette  journalière,  sachant  que  chaque  jour  on  a  reçu  le  7*.  de  ce 
qu'on  avait  reçu  la  veille. 

480.  En  trois  mois  une  manufacture  d'armes  a  fourni  55900  fusils  : 
trouver  la  fourniture  mensuelle ,  si  chaque  mois  on  livrait  les  17/io  du 
nombre  d'armes  qu'on  avait  livré  le  mois  précédent. 

Bl.  Cinq  personnes  se  sont  partagé  8591  fr.  :  trouver  la  part  de  cha- 
(  cune,  sachant  que  la  deuxième  a  reçu  les  a/t  de  ce  qu'a  reçu  la  pre- 
mière, la  troisième  les  3/k  de  ce  qu'a  reçu  la  seconde,  et  ainsi  de  suite. 

482.  Une  personne  dépense  la  moitié  de  son  gain  pour  sa  nourri- 
ture, et  le  V3  Pour  d'autres  dépenses;  après  40  jours  elle  a  épargné 
30  fr.  :  combien  gagDe-t-elle  par  jour? 

483.  Décomposer  176  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  comme 

5  est  à  6. 

484.  Décomposer  un  nombre  a  en  deux  parties  qui  soient  entre  dles 
comme  m  est  à  n. 

485.  Trouver  le  nombre  dont  les  »/?  plus  les  0,291  font  0,002: 

—  486.  Deux  propriétés  ont  coûté  33000  fr.  :  trouver  la  valeur  de  cha- 
cune, sachant  que  le  l{3  et  le  V*  au  Pri*  de  la  première  égalent 
du  prix  de  la  deuxième.  |  %  ^-^  ^  ^  - 

487.  Trouver  deux  nombres  consécutifs  tels  que  leur  somme  soit 
égale  aux  s/3  du  premier,  augmentés  des  1,7/m  du  second. 

488.  Partager  le  nombre  200  en  deux  parties  telles  qu*en  divisant  la 
première  par  16  et  la  deuxième  par  10,  la  différence  des  quotients  .-••it6. 

489.  Partager  le  nombre  m  en  deux  parties  telles  que  la  première 
divisée  par  a,  moins  la  deuxième  divisée  par  b,  donne  d. 

490.  Le  quotient  de  deux  nombres  est  4  et  le  reste  de  leur  division 
i    60.  Trouver  ces  deux  nombres,  sachant  que  leur  différence  est  495. 

491.  Trouver  un  nombre  qui,  divisé  par  5  donne  1  pour  reste,  par 

6  donne  2  pour  reste ,  par  7  donne  5  pour  reste  ;  et  dont  la  somme  des 
quotients  égale  la  */,  du  nombre  diminué»!  de  2.  il/ 

492.  Quel  nombre  faut- il  ajouter  aux  deux  termes  de  la  fraction 
îa/w  Pour  qu'elle  devienne  égale  à  *  3?  j\ 

493.  De  quelle  quantité  augmente  ou  diminue  une  fraction  -1-  lors- 
qu'on ajoute  c  à  ses  deux  termes?  —  Discussion. 

494.  Trouver  une  proportion  dont  les  quatre  termes  surpassent  éga- 
lement les  nombres  11 ,  6,  8  et  4. 
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495.  Trouver  une  proportion  dont  les  quatre  termes  surpassent  éga- 
lement quatre  nombres  donnés  a,  b,  c  et  d. 

496.  La  somme  des  quatre  termes  d'une  proportion  est  65  ;  chacun  des 
trois  derniers  termes  est  les  2/3  du  précédent  :  trouver  cette  proportion. 

497.  Un  père  a  27  ans ,  son  fils  3  :  dans  combien  de  temps  l'âge  du 
fils  sera- 1- il  le  V*  de  celui  du  père? 

498.  Un  père  a  40  ans,  son  fils  en  a  12:  combien  y  a-t-il  d'années 
que  l'âge  du  père  était  5  fois  celui  du  fils? 

499.  L'âge  d'une  personne  est  double  de  celui  d'une  autre,  et,  il  y  a 
\,  7  ans ,  la  somme  des  âges  des  deux  personnes  était  égale  à  l'âge  actuel 

delà  première  :  quels  sont  actuellement  les  âges  des  deux  personnes? 

500.  Un  père  disait  à  son  fils  :  Aujourd'hui  ton  âge  est  le  '/s  du  mien  ; 
il  y  a  5  ans  il  n'en  était  que  le  V9  :  quel  âge  avons -nous  l'un  et 
l'autre? 

501.  Les  âges  de  deux  personnes  sont  respectivement  a  et  6  :  dans 

combien  de  temps  le  rapport  de  leurs  âges  sera-t-il  égal  à  —  ? 

nx 

502.  Un  enfant  est  né  en  novembre,  et  au  10  décembre  il  a  un  âge 
égal  au  nombre  de  jours  écoulés  du  1"  novembre  au  jour  de  sa  nais- 
sance :  trouver  la  date  de  la  naissance  de  cet  enfant.    (^•w^r'Xf  * 

503.  Quelle  est  la  date  du  mois  de  mars  pour  laquelle  la  fraction 
écoulée  du  mois  est  la  môme  que  la   fraction  écoulée  de  l'année  :  1 
1°  pour  une  année  ordinaire,  et  2*  pour  une  année  bissextile?  (j -vv-so^'NÙ *\ 

504.  Un  marchand  achète  du  vin  à  30  fr.  l'hectolitre;  il  le  revend  la 
»/j  à  35  fr.,  le  V3  à  29  fr.,  et  le  reste  à  32  fr.  Il  réalise  un  bénéfice  de 
1815  fr.  :  combien  a-t-il  acheté  d'hectolitres? 

505.  On  a  100  litres  de  vin  à  0  fr.  45  le  litre  :  combien  faut-il  y  ajouter 
de  vin  à  0  fr.  60  le  litre  pour  que  le  mélange  revienne  à  0  fr.  50? 

506.  On  a  360  gr.  d'argent  au  titre  de  0,820  :  combien  faut-il  y  ajouter 
de  grammes  d'un  second  lingot  au  titre  de  0,500,  pour  que  l'alliage 
descende  au  titre  de  0,700?  3(,o  /t/.S  U>-ho  J'*o  i*  ?($fc  j-f»XjC«7*"C 

507.  Un  alliage  d'or  et  de  cuivre,  du  poids  de  128  gr.,  est  au  titre 

de  0,915  :  combien  faut -il  y  ajouter  de  cuivre  pour  abaisser  le  titre  à      JU,, 
0,840?  On  calculera  le  poids  à  »/»  milligr.  près. /A  S  *  O.?**  *(/#.  Vf  *V-\1 

508.  On  demande  dans  quelle  proportion  il  faut  mélanger  du  vin  a 
l)  fr.  80  avec  du  vin  à  0  fr.  50,  si  l'on  veut  obtenir  du  vin  à  0  fr.  60 
le  litre. 

509.  Avec  du  vin  qui  coûte  a  fr.  et  b  fr.  le  litre,  on  veut  faire  un     ^rP 
mélange  de  n  litres  qui  revienne  à  c  fr.  le  litre.  —  Discussion.  *t 

510.  Un  marchand  a  du  vin  à  0  fr.  50  le  litre,  il  y  verse  de  l'eau  de    /» 
telle  sorte  que  75  litres  de  mélange  ne  valent  que  33  fr.  75  :  quelle  est   +-J  $* 
la  quantité  d'eau  contenue  dans  un  litre  de  mélange?  M<C 

511.  40  kg.  d'eau  salée  contiennent  3  kg. 4 de  sel:  quel  poids  d'eau 
pure  faut-il  ajouter  pour  que  40  kg.  du  nouveau  mélange  ne  contien- 
nent que  2  kg.  de  sel? 


"Lft..t,-i 
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512.  Un  tonneau  contient  120  litres  de  vin  et  180  litres  d'eau  ;  un 
second  tonneau  contient  90  litres  de  vin  et  30  litres  d'eau  :  combien 
de  litres  faut-il  prendre  de  chacun  des  tonneaux  pour  composer  un 
mélange  qui  contienne  70  litres  de  vin  et  70  litres  d'eau  ? 

513.  Deux  trains  partent  en  même  temps  l'un  de  Paris,  l'autre  de 
Dijon,  en  se  dirigeant  sur  Marseille;  le  premier  fait  60  km.  à  l'heure, 
le  deuxième  en  fait  35  :  à  quelle  distance  de  Dijon  se  croiseront -ils, 
sachant  que  Dijon  est  à  315  km.  de  Paris?  ' Jj^  tfjM*v\ 

514.  Deux  voyageurs  partent  en  même  temps  l'un  de  Lyon,  l'autre 
de  Saint- Etienne;  ils  vont  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre  et  font,  le 
premier  5  km.  à  l'heure,  le  deuxième  5  km.  i/i  :  à  quelle  distance  de 
Lyon  se  rencontreront -ils?  Ces  deux  villes  sont  distantes  de  60  km. 

515.  Une  personne  voyage  en  faisant  7  lieues  en  5  heures.  8  heures 
après,  une  autre  personne  part  de  la  même  ville  faisant  5  lieues  en 
3  heures  :  combien  de  lieues  parcourra  la  première  avant  d'être  at- 
teinte par  la  seconde?  "y  fi 

516.  D'une  certaine  ville  part  un  courrier  qui  fait  28  km.  en  5  heures  ; 
d'une  autre  ville  située  à  32  km.  en  arrière  de  la  première,  part 
8  heures  après,  dans  la  même  direction,  un  second  courrier  qui  fait 
20  km.  en  3  heures  :  quand  et  où  le  premier  courrier  sera-t-il  atteint 
par  le  second? 

517.  Un  convoi  part  à  8  heures  20  minutes  pour  faire  un  trajet  de 
471  km.  qu'il  effectue  en  16  heures  40  minutes  :  quelle  vitesse  doit  avoir 
un  second  convoi  qui  part  1  heure  20  minutes  après  le  premier  pour 
l'atteindre  à  356  km.  du  point  de  départ? 

518.  Deux  courriers  A  et  B  vont  dins  le  même  sens  et  sont  à  une 
distance  d  l'un  de  l'autre.  A  va  n  fois  plus  vite  que  B  :  on  demande 
le  chemin  qu'il  doit  parcourir  pour  l'atteindre. 

519.  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a  50  sauts  d'avance  ;  il  en 
fait  4  pendant  que  le  lévrier  en  fait  3;  mais  2  sauts  du  lévrier  en  va- 
lent 3  du  renard  :  combien  de  sauts  devra  faire  le  lévrier  pour  atteindre 
le  renard? 

— »  520.  Une  horloge  marque  midi  :  à  quelle  heure  l'aiguille  des  mi- 
nutes rencontrera -t- elle  celle  des  heures?  A  quel  instant  se  fait  la 
rencontre  comprise  entre  2  heures  et  3  heures? 

521.  Il  est  3  heures  :  à  quelle  heure  les  aiguilles  seront -elles  sur  le 
prolongement  l'une  de  l'autre? 

522.  Une  montre  a  3  aiguilles  ;  elle  marque  midi  :  on  demande  i 
quelle  heure  Ie  l'aiguille  des  secondes  rencontrera  celle  des  heures  ; 
2*  l'aiguille  des  secondes  rencontrera  celle  des  minutes;  3*  l'aiguille 
des  secondes  sera  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  deux  autres. 

523.  Un  maître  propose  1 6  problèmes  à  un  élève  et  lui  promet  5  points 
pour  chacun  des  problèmes  qu'il  réussira,  à  condition  que  l'élève  lui 
donnera  3  points  pour  chacun  de  ceux  qu'il  ne  réussira  pas.  Or,  il 
arrive  que  le  maître  et  l'élève  ne  se  doivent  rien:  combien-l'élève  a-t-il 

jréussi  de  problèmes  ?  fl  &  "- 
^^^  ^\  '  ^  ^  ^  %*t    -*\ £ — ^    - 
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524.  A  un  jeu  de  tir  on  a  25  coups  à  tirer.  On  paye  0  fr.  40  par  coup 
manqué,  et  on  reçoit  i  fr.  par  coup  heureux.  Si  le  tireur  doit  10  fr,  du 
maître  du  tir,  combien  a-t-ii  eu  de  coups  heureux? 

525.  Un  légiste  entre  dan3  l'étude  d'un  notaire;  on  lui  promet  pour 
5  ans  de  travail  2600  fr.  et  la  remise  d'une  créance.  Au  bout  de  3  ans 

3  mois,  le  légiste  quitte  l'étude  et  reçoit  avec  sa  créance  850  fr.  ;  à 
eombien  se  montait  cette  créance  ? 

526.  Un  banquier  escompte  deux  billets,  l'un  de  8000  fr.  payable 
dans  10  mois,  l'autre  de  5000  payable  dan3  6  mois,  il  retient  187  fr.  jO 
de  plus  pour  le  premier  que  pour  le  second  :  on  demande  le  taux, 
sachant  qu'il  est  le  même  pour  les  deux  billets.       */'- 

527.  Deux  sommes  sont  payables,  la  première  dans  un  an,  la  se- 
conde, qui  surpasse  la  première  de  45000  fr.,  dans  18  mois;  en  payant 
comptant  on  obtient  un  escompte  de  4,5  p.  %  par  an  :  on  demande  la 
valeur  de  chaque  somme,  la  diminution  tolaie  étant  de  4108  fr.  oO. 

528.  Une  personne  possède  une  certaine  somme  qu'elle  partage  en 
deux  parties  égales,  et  place  l'une  à  5  p.  %,  l'autre  à  4  '/»  P-  %: 

qui  est  placée  à  5  p.  %  donne  annuellement  60  fr.  d'intérêts  de  plus 
que  l'autre:  quelle  est  la  somme?     ££  */  ù 

529.  Une  personne  qui  a  120000  fr.  emploie  une  partie  de  cette 
somme  à  faire  l'acquisition  d'une  maison  ;  elle  place  le  V3  du  reste  à 

4  p.  %t  et  'es  deux  autres  tiers  à  5  p.  %•  De  cette  manière,  son  re- 
venu est  de  3920  fr.  On  veut  connaître  le  prix  de  la  maison  et  chacune 
des  sommes  placées. 

530.  Une  personne  fait  de  son  capital  trois  parts;  la  première  était 
placée  à  4  l/s  P-  %  pendant  3  ans  8  mois;  la  deuxième,  qui  est  double 
de  la  première,  a  été  placée  à  5  p.  %  pendant  3  ans  6  mois;  enfin  la 
troisième,  qui  est  triple  de  la  seconde,  a  été  placée  à  4  p.  %  pendant 
3  ans  9  mois;  les  intérêts  réunis  de  ces  divers  capitaux  se  sont  élevés 
à  14150  fr.  :  calculer  les  trois  parts  et  le  capital. 

531.  Une  personne  doit  payer  une  certaine  somme  à  5  mois  d'é- 
chéance; on  lui  permet  de  payer  cette  somme  en  quatre  payements 
égaux  :  quel  intervalle  de  temps  doit  s'écouler  entre  deux  payements 
consécutifs  ? 

532.  La  différence  de  deux  capitaux  est  a;  le  plus  grand  est  placé 
ï  t  p.  %;  l'autre  à  t'  p.  %;  ces  deux  capitaux  donnent  le  même  in- 
érêt  :  trouver'  le  plus  petit  capital.  —  Discuter. 

533.  En  vendant  une  marchandise  a  fr.,  on  gagne  m  p.  %  :  com- 
)ien  p.  °/0  gagnerait-on  si  la  marchandise  était  vendue  b  fr.  ? 

534.  Un  voyageur  dépense  chaque  jour  la  moitié  de  ce  qu'il  pos- 
lède  plus  1  fr.;  après  trois  jours  il  a  tout  dépensé  :  qu'elle  somme 
ivait-il? 

535.  Un  marchand  augmente  chaque  année  sa  fortune  du  tiers  de 
a  valeur,  et  à  la  fin  de  chaque  année  il  prélève  1  000  fr.  pour  sa  dé- 
lense;  à  la  fin  de  la  troisième,  sa  fortune  est  doublée  :  combien  avait-il 
l'abord?  .  .  n)    U 

EL.  11 
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536.  Un  marchand,  à  la  fin  d'une  première  année  de  commerce, 
trouve  qu'il  aurait  doublé  son  capital  s'il  avait  gagné  1500  fr.  de  plua; 
il  lui  arrive  la  même  chose  à  la  fin  de  la  deuxième  et  de  la  troisième 
asaée;  il  possède  alors  un  capital  qui  est  les  "/*  du  capital  primitif 
qu^i-  sont  les  bénéfices  de  chaque  année? 

537.  Un  marchand  vend  la  moitié  de  ses  oranges  plus  la  moitié 
d'une  orange  ;  une  seconde  fois ,  il  vend  la  moitié  du  reste  plus  i/t 
orange,  et  ainsi  de  suite;  après  trois  ventes,  il  ne  lui  reste  rien  :  com- 
bien avait-il  d'oranges?      "1  (JUV 

538.  Un  marchand  vend  —  de  ses  oranges  plus  —  d'une  orange  ;  une 

1  1 

seconde  fois  il  vend  —  du  reste  plus — d'une  orange,  et  ainsi  de  suite: 

on  demande  d'exprimer  le  nombre  d'oranges  du'  ne  reste. 
*    539.  Un  père  partage  son  bien  de  la  manière  suivante  :  à  l'aîné  il 
donne  1000  fr.  plus  iJ1  du  reste;  au  cadet  2000  fr.  plus  1/7  du  reste; 
au  troisième  3000  fr.  plus  l/n  du  reste,  et  ainsi  de  suite  :  trouver  le 
bien  du  père  et  le  nombre  d'enfants,  sachant  que  toutes  les  parts  sont 

égales. 

\ 
540.  Même  problème.  Le  père  donne  au  premier  a  fr.  plus  —  du 

1 

reste;  au  deuxième  2a  fr.  plus—  du  reste,  etc. 


§  VI.  —  Problèmes  à  plusieurs  inconnues. 

541.  A  la  veille  d'une  bataille,  le3  effectifs  de  deux  armées  étaient 
entre  eux  comme  5  est  à  6;  la  première  perd  14000  hommes,  et  la  se- 
conde 6000;  le  rapport  est  alors  de  2  à  3  :  trouver  de  combien  d'hommes 
chaque  armée  était  composée.      <À  -_    kiytyiyQ     J^.  ^  Wrrv 

542.  On  a  du  blé  ancien  à  18  fr.  Thectol.,  et  du  nouveau  à  13  fr.  ; 
dans  quelle  proportion  faut-il  les  mélanger  pour  avoir  167  hectol.  % 
à  16  fr.  l'hectol.  ? 

543.  Un  marchand  a  du  vin  de  deux  qualités  ;  quand  il  les  mélange 
dans  le  rapport  de  4  à  5,  l'hectol.  vaut  50  fr.  ;  quand  il  les  mélange 
dans  le  rapport  de  3  à  2,  l'hectol.  ne  vaut  plus  que  48  fr.  60  :  quel  est 
le  prix  de  l'hectol.  de  chaque  qualité? 

544.  Un  lingot  composé  d'or  et  d'argent  pèse  1 320  gr.  :  quel  est  le 
poids  de  chacun  des  deux  métaux,  sachant  que  le  prix  de  l'argent 
contenu  dans  le  lingot  est  le  même  que  celui  de  l'or?  On  sait  qu'à 
poids  égal  l'or  vaut  15  fois  V*  plus  que  l'argent. 

545.  On  a  deux  lingots  de  même  poids  et  de  titres  différents  ;  si  l'on 
fond  le  premier  lingot  avec  le  Vi  du  second,  on  obtient  un  alliage  au 
titre  de  0,936,  et  si  l'on  fond  le  premier  lingot  avec  la  moitié  du  se- 
cond, on  obtient  un  alliage  au  titre  de  U,920  :  on  demande  le  titre 
chaque  lingot. 
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546.  Déterminer  Je  volume  de  deux  liquides  dont  la  densité  pour  l'un 
est  1,3,  et  pour  l'autre  0,7,  sachant  que  si  en  les  mélange,  le  volume 
égale  3  litres,  et  la  densité  0,9. 

547.  L'échantillon  d'un  vin  pesait  Vso  de  moins  que  l'eau,  j'en  ai 
reçu  500  litres  dans  un  fût  qui,  vide,  pèse  32  kgr.,  et  qui,  rempli  du 
via  envoyé ,  pèse  523  kgr.  :  on  demande  si  on  y  a  mêlé  de  l'eau ,  et 
dans  quelle  proportion. 

548.  On  a  du  froment  de  deux  qualités;  quand  on  mêle  a  mesures 
de  la  première  avec  b  mesures  de  la  seconde,  la  mesure  du  mélange 
vaut  d  fr.,  et  quand  on  mêle  b  mesures  de  la  première  avec  a  mesures 
de  la  seconde,  la  mesure  vaut  ci'  fr.  :  trouver  le  prix  de  chaque  qualité 
de  froment. 

549.  Deux  ouvriers  travaillent  ensemble;  le  premier  gagne  par  jour 
f/j  de  plus  que  le  second.  Au  bout  d'un  certain  temps,  le  premier,  qui 
a  travaillé  5  jours  de  plus* que  le  second,  a  reçu  100  fr.,  tandis  que 
l'autre  a  reçu  60  fr.  :  combien  chacun  gagne- 1- il  par  jour? 

550.  Un  enfant  dit  à  son  camarade:  Donne-moi  5  de  tes  billes,  et 
nous  en  aurons  autant  l'un  que  l'autre;  celui-ci  répond  :  Donne- m'en 
10  des  tiennes,  et  j'en  aurai  deux  fois  plus  qu'il  ne  t'en  restera  :  ire 
combien  chacun  avait  de  billes. 

551.  Il  y  a  18  ans,  l'âge  d'une  personne  était  le  double  de  celui 
d'une  autre  personne;  dans  9  ans,  l'âge  de  la  première  ne  sera  pius 
que  le3  5/t  de  celui  de  la  seconde  :  quel  est  leur  âge  actuel  ? 

532.  Pierre  dit  à  Simon  :  J'ai  deux  fois  l'âge  que  vous  aviez  quand 
j'avais  l'âge  que  vous  'avez,  et  quand  vous  aurez  l'âge  que  j'ai,  la 
somme  des  deux  âges  égalera  63  ans  :  quels  sont  leurs  âges? 

553.  Une  dame  achète  dans  un  magasin  10  mètres  de  velours  et 
12  mètres  de  soie.  Le  montant  net  de  la  facture  est  347  fr.  90  après 
déduction  d'un  escompte  de  2  p.  %  sur  le  prix  des  marchandises.  Au 
bout  de  quelque  temps  elle  achète  4  mètres  de  velours  et  6  mètres  de 
soie,  et,  par  suite  d'un  escompte  de  4  p.  %  qu'on  lui  fait,  elle  ne 
paye  que  146  fr.  40  :  quel  est  le  prix  du  mètre  de  chaque  espèce? 

554.  Un  nombre  est  formé  de  deux  chiffres  dont  la  somme  des  va- 
leurs absolues  est  9.  Quand  on  le  renverse,  on  obtient  un  second 
nombre  qui  surpasse  de  9  le  quadruple  du  premier  :  quel  est  ce 
nombre? 

555.  Le  chiffre  des  dizaines  d'un  nombre  est  les  2/3  du  chiffre  de  Bes 
unités,  le  nombre  lu  à  rebours  surpasse  de  18  le  nombre  primitif: 
quel  est  ce  nombre?       if  U 

5c'.6.  Le  chiffre  des  centaines  d'un  nombre  de  trois  chiffres  vaut  les 
3 
-p-  du  chiffre  des  unités ,  et  le  chiffre  des  dizaines  est  la  moitié  de  la 

somme  des  deux  autres.  Trouver  ce  nombre,  sachant  qu'en  lui  ajou- 
tant 198,  on  obtient  le  nombre  renversé. 

Ij~-  557.  Déterminer  un  nombre  compris  entre  400  et  500,  sachant  que 


ÉLÉMENTS   D'ALGÈBRE 

lf,  somme  de  ses  chiffres  est  9,  et  que  le  nombre,  lu  à  rebours,  n'est 
pins  que  les  W/M  du  nombre  primitif. 

558.  Newton  naquit  au  xvn«  siècle,  et  mourut  au  xvni*.  On  demande 
Pansée  de  sa  naissance  et  celle  de  sa  mort,  sachant  que  le  nombre 
par  les  deux  derniers  chiffres  de  l'époque  de  sa  naissance, 
mté  de  12,  est  le  double  du  nombre  formé  par  les  deux  derniers 
s  de  l'époque  de  sa  mort,  et  ce  dernier  nombre  de  deux  chiffres 
nté  d'une  unité  est  les  i/l  du  premier.  /LfA  *  /  7  %.f 
.  La  date   de   l'invention   de   l'imprimerie  par  Gutenberg  est 
née  par  un  nombre  de  quatre  chiffres  :  trouver  ce  nombre,  sa- 
chant que  la  somme  de  ses  chiffres  est  14,  le  chiffre  des  dizaines  est 
de  celui  des  unités,  le  chiffre  des  centaines  est  égal  à  la  somme 
du  chiO're  des  dizaines  et  de  celui  des  mille;  si  on  ajoute  4905  à  ce 
■re,  on  obtient  le  nombre  renversé. 
560.  Les  deux  chiffres  dont  se  compose  un  nombre  sont  entre  eux 
comme  m  est  à  n;  si  l'on  ajoute  a  à  ce  nombre,  on  trouve  le  nombre 
renversé. 

8600  fr.  entre  trois  personnes,  de  manière  que  la  part 
de  la  première  soit  à  celle  de  la  deuxième  comme  2  est  à  3,  et  que 
celle  de  la  deuxième  soit  à  celle  de  la  troisième  comme  5  est  à  6. 

Déterminer  4  nombres,  sachant  que  leurs  sommes  trois  à  trois 
sont  respectivement  9,  10,  il  et  12. 

563.  Trouver  deux  nombres  tels  que  leur  somme,  leur  produit  et 
leur  quotient  soient  égaux  entre  eux.  -  l* 

f>64.  La  somme,  la  différence  et  le  produit  dé  deux  nombres  sont 
entre  eux  comme  5,  3  et  16:  quels  sont  ces  deux  nombres?  £. 

565.  La  somme,  la  différence  et  le  produit  de  deux  nombres  sont 
entre  eux  comme  m,  n  et  p  :  quels  sont  ces  deux  nombres? 

566.  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  égale  m  fois  et  le  pro- 
duit >;  fois  !a  différence. 

5GT.  Un  bassin  peut  être  rempli  par  deux  conduits  A  et  B  en  70  mi- 
nutes, par  les  conduits  A  et  C  en  84  minutes,  et  par  les  conduits  B  et 
C  en  140  minutes  :  dans  combien  de  temps  le  bassin  peut- il  être 
rempli  par  chacun  des  conduits  coulant  seul  et  par  les  trois  conduits 
ensemble? 

568.  On  a  trois  lingots  composés  comme  il  suit  : 
le  premier  de  20  gr.  d'or,  de  30  gr.  d'argent  et  de  40  gr.  de  cuivre, 
le  deuxième  de  30        —  40  —  50         — 
le  troisième  de  40        —           50           —  90         — 
On  demande  quel  poids  il  faudra  prendre  de  chacun  de  ces  lingot»] 
pour  en  former  un  autre  qui  contienne  34  gr.  d'or,  46  gr.  d'argent  et  j 
67  gr.  de  cuivre. 

569.  Hiéron  de  Syracuse  fit  faire  une  couronne  d'or  pesant  7465  gr. 
Pour  connaître  si  l'orfèvre  avait  remplacé  l'or  par  de  l'argent,  Archi-j 
mède  plongea  la  couronne  dans  l'eau,  où  elle  perdit  467  gr.  de  soni 
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poids.  On  sait  que  l'or  perd  dans  l'eau  52/10oo  de  son  poids,  et  l'argent 
}5/iooo  :  combien  y  avait-il  d'or  et  d'argent  dans  la  couronne? 

570.  Trois  joueurs  conviennent  que  le  perdant  doublera  l'argent 
les  deux  autres;  ils  jouent  trois  parties,  en  perdent  chacun  une  et 
3e  retirent,  avec  16  fr.  chacun  :  combien  chaque  joueur  avait- il  en 
uommençant?  -»,  _  ^g 

§  VÎI.  —  Problèmes  de  Géométrie. 


571.  Les  côtés  d'un  triangle  ABC  ont  pour  longueurs:  AB  =  18m, 
A.C  =  27m  et  BG  =  36™;  on  mène  à  ce  dernier  côté  des  parallèles 
MM' =  03'  et  NN'  =  y'  qui  marquent  sur  AB  des  segments  AM  =  8m, 
MN  =  6ra.  Calculer  les  trois  segments.  AM'  =  x,  M'N'  =  y,  N'C  =  z, 
et  les  longueurs  des  deux  parallèles. 

572.  Calculer  les  côtés  d'un  rectangle,  sachant  que  si  l'on  augmente 
la  largeur  de  3°»  et  si  l'on  diminue  d'autant  la  longueur,  la  surface  ne 
change  pas;  mais  si,  augmentant  la  largeur  de  5m,  on  diminue  la 
longueur  de  3m,  la  surface  augmente  de  16m'. 

573.  On  a  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  30m  et  20m;  trouver  les 
dimensions  d'un  second  rectangle  semblable  au  premier  et  dont  le  pé- 
rimètre serait  360m. 

574.  On  a  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  a  et  b;  trouver  les  côté8 
jj  et  y  d'un  rectangle  semblable  ayant  d  mètres  de  différence  entre 
ses  deux  dimensions. 

575.  Trouver  les  dimensions  d'un  rectangle  dont  la  diagonale  a  75m, 
sachant  qu'il  est  semblable  à  un  second  rectangle  dont  les  côtés  sont 
156  et  48m. 

i  576.  Les  trois  côtés  d'an  triangle  rectangle  sont  entre  eux  comme 
es  nombres  3,  4  et  5;  on  demande  la  longueur  de  ses  côtés,  sachant 
[ue  la  surface  du  triangle  vaut  24m'.  (Baccalauréat.) 

577.  Les  côtés  de  deux  hexagones  réguliers  sont  :  a  =  15  et  a' =  9; 
[uel  est  le  côté  de  Thexagone  régulier  dont  la  surface  égale  la  diffé- 
ence  des  deux  autres? 

578.  Les  côtés  de  trois  octogones  réguliers  sont  :  a  =  3m,  a'  =  6»  et 
•"  =  9™ ,  quel  est  le  côté  de  l'octogone  régulier  dont  la  surface  égale 
i  somme  des  trois  autres? 

579.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  dont  les  médianes  sont  a,  b,  c. 

580.  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  sachant  que  le 
ôté  moyen  est  égal  à  la  demi -somme  des  deux  autres,  et  que  le 
ombre  qui  exprime  sa  surface  est  le  même  que  celui  qui  exprime  son 
érimètre. 

581.  A  quelle  hauteur  doit  s'élever  un  aéronaute  pour  découvrir 
ne  zone  d'une  surface  donnée  S? 
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582.  Une  chaudière  cylindrique  est  terminée  par  deux  hémisphère* 
de  même  diamètre  que  la  chaudière;  sa  capacité  est  de  12  hectolitres, 
le  rapport  de  l'axe  du  cylindre  au  rayon  est  comme  4  est  à  1.  Trouver 
le  rayon  de  la  chaudière.  (Dijon,  Brevet  d'inst. ,  1877.) 

583.  Dans  une  circonférence  de  rayon  donné  R,  on  a  élevé  une  per- 
pendiculaire CD  sur  le  diamètre  AB.  Calculer  AD  =  cc  par  la  condition 
que  la  figure  tournant  autour  du  diamètre,  le  volume  du  segment, 
sphérique  engendré  par  AMCD  soit  au  volume  engendré  par  le  seg 
ment  de  cercle  AMC  dans  un  rapport  donné  m. 

584.  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  précédent, 
calculer  AD  =  a;  par  la  condition  que  le  volume  engendré  par  le  tri- 
angle ACD  soit  au  volume  engendré  par  le  segment  du  cercle  AMC 
dans  un  rapport  donné  m. 

585.  On  a  porté  sur  une  droite  deux  longueurs  successives  AO  = 
et  OB  =  6.  Trouver  sur  la  droite  AB  un  point  M  tel  que  si  l'on  prend 
le  milieu  I  de  BM,  puis  le  tiers  de  Al  à  partir  de  A,  on  retrouve  1« 
point  0.  Calculer  la  distance  OM  =  x. 

586.  On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  ABC;  on  tra« 
les  bissectrices  AD,  AD'  de  l'angle  intérieur  et  de  l'angle  extérieur  A. 
Calculer  les  distances  des  points  D  et  D'  aux  points  B  et  C,  et  & 
distance  DD'. 

587.  On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  ABC,  et  l'on  veu 
construire  sur  ces  côtés  trois  rectangles  semblables  tels  que  ie  rec 
tangle  construit  sur  le  côté  a  surpasse  d'une  quantité  m2  la  somm< 
des  deux  autres.  Calculer  les  hauteurs  des  trois  rectangles. 

5S8.  On  donne  la  base  b  et  la  hauteur  h  d'un  triangle;  calculer  le 
côtés  des  carrés  inscrits  à  ce  triangle  et  ayant  un  côté  appliqué  suc 
cessivement  sur  chacun  des  cêtés  du  triangle  pris  pour  base.  Démon 
trer  que  le  plus  grand  repose  sur  le  plus  petit  côté. 

589.  Deux  côtés  d'un  triangle  ont  pour  longueur  a  et  b  :  trouver  sa 
ie  premier  un  point  tel  qu'en  menant  une  parallèle  au  second,  sa  lot 
gueur  soit  l.  Entre  quelles  limites  varie  l? 

590.  Les  bases  d'un  trapèze  sont  a  et  b,  et  sa  hauteur  h  :  trouve 
la  hauteur  du  triangle  formé  en  prolongeant  les  côtés  non  parallèle» 
ie  triangle  ayant  pour  base  la  base  inférieure  du  trapèze.  —  Discute) 

591.  Dans  un  triangle  ABC,  on  prend  un  point  M  sur  la  base  BC,  « 
de  C6  point  on  mène  des  parallèles  ME,  MF  aux  deux  autres  côté: 
A  quelle  distance  du  point  B  faut- il  placer  le  point  M  pour  que  1 
somme  ME  +  MF  égale  une  longueur  donnée  If 

592.  On  donne  les  deux  bases  d'un  trapèze  AB  =  a,  CD  =  6  ain 
que  l'un  des  côtés  non  parallèles  AC  =  c;  on  demande  à  quelle  di 
tance  du  point  A  se  rencontrent  les  côtés  non  para'.! 

593.  Dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  6  et  c,  mener  une  p 
rallèle  à  la  base  6,  telle  que  le  trapèzt  formé  ait  un  périmètre  2p.  ■ 
Discuter. 
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594.  Étant  données  deux  circonférences  R  et  r,  trouver  un  point 
tel  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  aux  deux  circonférences 
soient  égales,  la  distance  des  centres  étant  d.  —  Lieu  de  ce3  points. 
—  Discussion. 

593.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectangle  de  périmètre 
donné. 


§  VIII.  —  Exercices  sur  les  Inégalités. 


596.  Résoudre  l'inégalité 

j>£î  _  J3_      jr_      _9_       2çc 
7         21  +  15  <  25        35 

597.  Trouver  les  valeurs  entières  de  x  qui  peuvent  satisfaire  l'iné- 
galité 3x  —  ^->20  —  -^ 

598.  Trouver  les  valeurs  de  x,  positives  ou  négatives,  mais  en- 
tières, qui  vérifient  l'inégalité 

2x 


5   — 23<2x  — 16 


599.  Résoudre  l'inégalité 
mx-\-  n 


~      lit^JU   IL  , 


a  +  b  a  —  b  a  —  b  a  +  b 

600.  Trouver  les  valeurs  de  x,  positives  ou  négatives,  mais  en- 
tières, qui  satisfont  simultanément  les  inégalités 

&c-f-y>4x  +  7    et     8x  +  3  <2x  +  25 

601.  Même  question  pour 

15x  — 2>2x  +  l      et     2(a;  — 4)<  3X^U 

I    602.  Entre  quelles  limites  peut  varier  x  pour  satisfaire  simultané- 
loaent  les  relations 

8a;  — 5>— 2~^i    et    2  (2x-3)>5x  —  -| 

603.  Même  question  pour 

kx  — 5 

7 

604.  Vérifier  que  l'on  a  toujours 
a*  +  b^^2ab 
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605.  Vérifier  que  l'on  a  toujours 

b        a 

606.  Vérifier  que  la  moyenne  arithmétique  entre  deux  nombres  a 
et  b  est  plus  grande  que  leur  moyenne  géométrique. 

607.  Vérifier  que  l'on  a 

ab{a  +  b)  +  6c  (6  +  c)  +  ac(a  +  c)>  6abc 

608.  Vérifier  l'inégalité 

3  (1  +  a*  +  a*) >(1  +  a  +  a2)» 
60y.  Vérifier  l'inégalité 

a2  +  62  +  c*>  a&  +  ac  +  bc 
610.  Démontrer  que  si  l'on  a 

a_  ^  d_  ^.  a" 

TT  *^  "77"  <■•  A" 


on  a  aussi 


a_    .  a  +  a'  +  a"  ^  a" 
b  <■  b~+b'-4-b"  ^W 


CHAPITRE  II 

ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ 


§  I.  —  Équations  à  une  inconnue. 


611. 
612. 
613. 
614. 
615. 
616. 
617. 
618. 
619. 
620. 
621. 


as*— 6x  +  8  =  0 
a;2_4x  — 21=0 
x*  +  8x  +  12  =  0 
x«  —  10x4-25  =  0 

x2  +  6x  +  9  =  0 

xî_7x  + 6  =  0 
x2  —  9x  +  18  =  0 
x*  — 7x  — 18  =  0 
x*  +  3x  —  28  =  0 
x«  — llx  +  10  =  0 

x«  — 4x  + 7  =  0 


622.  x2  —  2x  +  6  =  0 

623.  3x2  — 9x  +  6  =  0 

624.  3x2  —  15x  +  18  =  0 

625.  3x2  +  f5x  +  18  =  0 

626.  3x2  —  21x  +  36  =  0 

627.  5x»  — 15x  — 50  =  0 

628.  5x2  +  15x-50  =  0 

629.  7x2  +  21x  — 28  =  0 

630.  2x2  —  16x  +  30=0 

631.  4z2  — 8x  — 12  =  0 

632.  2x»  +  8x  +  6  =  0 


633. 
634. 
635. 
636. 
637. 
638. 
639. 
640. 
641. 

642. 
643. 
644. 
645. 
646. 
647. 
648. 


EXERCICES  SUR 
2x*  +  10x  +  12  =  0 
2x2  —  12x  — 14  =  0 
3x2  +  2403  +  21  =  0 
(x  +  2)(x  +  3)  =  6 
25x(x  +  l)  =  —  4 
2x(4x  — 2)  =  4 
(a; -15)  (a? -M  5)  =  400 

4(x2  — l)=4x  — 1 
(2x  —  3)*  =  8x 
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_f »  __2 

x       "3" 


x  + 


x — 3 

21 


:5 

47 


x  +  5  " 
x 


x  +  i  ^  x  +  i 

_2x_   ,x  +  2_  = 
x+2  ~*~     2x 

2x  —  1        x  +  i. 


x  +  1   ' 
*  +  *+!  = 

X 


7 
=  1 


x  —  1 


649. 
650. 
651. 
652 
653. 
654. 
655. 
656. 
657. 
658. 
659. 
660. 


x  +  2- 


x  +  2 


=  1 


x  + 


24 


=  3x  —  > 


x  —  1 

15  _  72  —  6x 

x  ~ 


2x2 


.    3x2=|(x+|)+2x» 

8  12  —  x  _, 

x+6 +   x— 6 


x  +  8 
x  —  8 

x  +  5 
x —  5 

7 


2  = 


24 


+ 


x  +  5 


x  —  4 

5        10 
3 


+ 


ce— 2  T  ce— 5 
4 


=  3 


5x  +  4       _5x 

5a;  — 4  + 


13 


x  +  1    ,    x — 1 
x  +  2  + 

x  +  i    , 

a;— 1  "*"  x— 2 

a; 


5x  +  4  ~~  6 
2x  +  l 


ce  — 2        x  +  1 

x  +  2  _  2x  +  13 

x  +  1 


_  1_ œ  ,    x  +  6 

x— 6  —  2  ~  6  +  6— x 


Résoudre  les  équations  littérales  suivantes 


661. 
662. 
663. 
664. 
665. 
666. 
667. 
668. 
669. 
670. 
67Î. 
672. 


xi—(a  +  b)x  +  ab  =  0 

x2  —  2ax  +  a2  —  62  =  0 

a&x2  —  (  a2  +  62)  x  +  ab  =  0 

c2xs  +  (ac  —  6c)x  —  aô=:0 

x2  — 46x  +  462  —  a2  =  0 

X2  —  2a26x  +  a4fc2  _  a2fc*  —  o 

a2x2  —  2a»x  +  a*  — 1=0 

x»  —  2acx  +  a*{c*  —  b-)  =  0 

a6cx2  —  (  a268  +  c2)  x  +  aèe  =  0 

xs  —  6acx  +  a2(9c2  —  462)  =  0 

12a6x2— (16a2  — 9ô»)x  —  12a&=0 

(  a2  —  62  )  x»  —  2a26x  +  a262  =  0 
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673.  c^x2  — 2acx  +  a2  — 62  =  0 

674.  d2x»  ~  4o6dx -f  4a262  —  9c2=0 

673.  a^  —  2(aî  +  62)x  +  (aî  — 62)2  =  0 

676.  (a2  —  &2)xî_  2(a»  +  6î)x  +  a2  —  62  =  0 

c —  x    ,    a         6  x 

6/'-  a^-lF^T 

678.  (a-x)(x-6) 
(a  —  x)  —  (x  —  o) 

679.  4a2x  =  (a2  — 62  +  x)2 
x  —  a  2a 


68a 


682. 


a  x  —  o 


111 

681.  — — H ~ —  =0 

x — a        x — o        x  —  c 

(a  —  x)2  —  'x  —  M*  4a6  ~ 

(a  —  x)(x  —  b)      ^  a2 — 62' 


683.  t : — tô-  —  t ; — rs-x  —  (m  —  n/=0 

„,  x»  +  x  +  l  _  3a2  +  f,2 

x2  -  x  +  1  —  a2 +T62" 

a  +  #        a  —  x 

/.o-  a  —  x        a  4-  x 

685.  — — - ~       =aa  —  1 


§  II.  —  Équations  irrationnelle». 


686.  Résoudre  /x  ■+-  4  =  7  .  .. 

6-7.  Résoudre  /36  +  x  =  2  +  y^x    #■ 

688.  Résoudre  x  +  y^o  —  x2=7 


689.  Résoudre  x  —  y/25  —  x-  =  1 


690.  Résoudre  x  — y/169  — x2  =  i: 


691.  Résoudre  x  +  yox  +  10  =  8 


692.  Résoudre  x  +  y/10x  -j-  6  =  9 


693.  Résoudre  4x  +  2  y/5  —  4x  =  5 

694.  Résoudre  \/l  +  v'x-  —  x2  =  x  —  1 

695    Résoudre  V^  +  y/x^5  =  y/llT^x" 
6%.  Résoudre  3x  +  y'6x  +  10  =  35 
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697.  Résoudre        \Jx  +  6  +  s/x  + 1  =  /7x  +  4 


698.  Résoudre      /x  +  7  +  /x  —  5  =  /2x  +  18 


699.  Résoudre  /ce +  5  + /2.x +  8  =7 

-m    D.        ,  s'hx  +  20        k  —  \Jx 

700.  Résoudre  - 17:^  = ri — 

4  +  /x  yx 

12a 


701 .  Résoudre      /5a  +  x  +  /5a  —  x  = 


/5a  +  x 


702.  Résoudre         /2x  +  l  4-2/x  — 


/2x+l 


703.  Résoudre  x i/-|-— 1  =  /x2  —  6* 

704.  Résoudre    2  + 


x  +  /2  — x2        x— /2  — x2 
70o.  Résoudre     Va2  +  x  /62  +  x2  —  a2  =x  —  a 


706.  Résoudre    V3  +  /x  +  V^  —  /x  =  V?  +  2/x 

707.  Résoudre  1  +  4        =1 

/2-|-x— /2  — x        /2  +  x+/2~x 


708.  Résoudre  •5+^+t^=F_  =  /ç 

y/a-j-x  —/a  —  x 

709.  Résoudre       (2  +  x)ï +xi=4(2  + x)~ï 

710.  Résoudre        2x  +  2/a*-f  x2  = 


/a2  +  x> 


III.  —  Exercices  sur  les  propriétés  des  racines. 

711.  Dans  les  équations  suivantes,  indiquer,  sans  résoudre,  quelle 
it  la  nature  des  racines  ;  dire  leurs  signes,  leur  somme  et  leur  pre- 
iit  : 


lo 

x»  +  8x  +  12  =  0 

4. 

3x2  —  6x  +  12  =  0 

2» 

5x2  —  15x-50  =  0 

5» 

9x*  +  12x  +  4  =  0 

3° 

7x2  — 14x  +  7  =  0 

6» 

5x«  —  15x  =  0 

1712.  Dans  les  équations  du  problème  précédent,  calculer,  sans  ré- 
ludre ,  quelle  est  la  différence  des  racines. 

(713.  Quelle  relation  doit  exister  entre  a,  b  et  c  pour  que  la  diffé- 
ice    des    racines   de  l'équation     ax24-6x  +  c  =  0     soit  égale  à 
\  nité  ? 
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714.  Former  une  équation  du  second  degré  à  coefficients  réels  et 
entiers  ayant  pour  racines  : 


2» 
4« 


7  et  —3 

Set^ 
a  +  b  et  a  —  6 


a  +  b  et 


1 


et 


1 

a  +  b 
1 


a  +  b  ""  a  —  b 
715.  Trouver  deux  nombres  avant 


6» 

a+b         a — b 
a — b         a+b 

7° 

3  + y/2   et  3-/2 

8o 

2                       2 
4  +  -4r-  et  4 L. 

9» 

a  +  /6  et  a  —  /F 

10° 

a-f  fc/11*  et  o  — 6/^1 

j. 

pour  somme 

18  et 

pour  produit  45 

2o 

id. 

14 

id.           49 

3» 

id. 

4 

id.         —12 

k* 

id. 

-10 

id.           16 

5* 

id. 

4 

id.            6 

716.  Décomposer  en  facteurs  les  trinômes 
1°  oc2  —  9x-r-18 
2»  x2  +  3cc  —  28 
3»  3<ç2-21x  +  36 
4»  2x2  — 12x  +  18 
5»                             2x2  —  3x-2 

717.  Simplifier  les  fractions  suivantes  : 
x1  —  5x  +  6 


1» 
2« 
3- 
4* 
5» 


xi  —  lx+W 
x*  +  4x  +  3 
x-  —  kx — 5 

x2  +  lOx  +  21 
2x2  +  12x  +  18 

2x2  — 2x  — 12 
x2  +  x  — 12 
a;2  —  6x  +  5 
3x2  +  6x  —  9 


718.  Dans  l'équation    x*  —  lx  +  q  =  0, 
que  Tune  des  racines  soit  : 


2* 


égale  à    3 
id.      -3 


déterminer  q  de  man  | 

égale  à    -g- 
id.      zéro. 
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719.  Dans  l'équation   ce2— px  +  36  =  0,   déterminer  p  de  telle  ma- 
nière que  Ton  ait  : 


1°  x'  =  x' 

2-  oî'  =  — œ" 


3«         œ'  =  54-t/-11 

40     w+w-é 


4» 

x" 

5« 

Zx'-kx"  =  Z 

6' 

œ'2  +  x"2  =  40 

720.  Dans  l'équation  as2  —  8x  +  q  =  0,  déterminer  q  de  telle  sorte 
que  l'on  ait  : 

lo  x'  =  x" 

2»  xZ  —  Zx" 

3»  œ'  =  -V 

x" 

721.  Dans  l'équation  (a  —  6)2x2  +  2(a2  —  b2)x  +  n  =  0,  détermi- 
ner n  tel  que  les  racines  soient  :  1°  égales  ;  2°  inverses. 

722.  Quelles  valeurs  doit  prendre  c  pour  que  l'équation 

3a>2  —  10jc  +  c  =  0  ait: 

1«  ses  deux  racines  positives  ; 
2»  une  racine  positive  et  une  racine  négative  ; 
3°  une  racine  nulle; 
4»  deux  racines  imaginaires. 

723.  Dans  l'équation  2a:2  —  (m  —  l)o;  +  m  +  l  =  0,  quelle  valeur 
faut-il  donner  à  m  pour  que  les  racines  diffèrent  de  1  ? 

724.  On  donne  l'équation  8x* —  (m  —  i)x  +  (m  —  7)  =0  ;  quelles 
valeurs  faut -il  donner  à  m  pour  que  les  racines  soient: 

1°  réelles  et  égales  ; 

2°  égales  et  de  signes  contraires  ; 

3°  inverses  ; 

4°  l'une  égale  à  zéro. 

725.  Calculer  la  somme  des  puissances  semblables  des  racines  à» 
l'équation    x*  +  px  +  q  =  0    sans  la  résoudre. 

726.  Calculer  la  somme  des  puissances  semblables  des  inverses  des 
racines  de  l'équation  du  second  degré. 

727.  Déterminer  m  de  manière  que  la  somme  des  carrés  des  racines 
de  l'équation  x2  +  (m  —  2)x  —  (to  +  3)  — 0  soit  égale  à  un  nom  a: 
donné  k.  Quel  est  le  minimum  de  fc?  A  quoi  se  réduisent  alors  le3 
racines? 

728.  Quelle  relation  doit- il  exister  entre  p  et  q  pour  que  les  ra- 
cines de  l'équation  x2  +  px  +  q  =  0  soient  dans  un  rapport  donné  m? 

729.  A  quelle  condition  doivent  satisfaire  a,  b,  c  pour  que  les  ra- 
cines de  l'équation  ax-  -{-bx  +  c  =  0  soient  proportionnelles  à  deux 
nombres  donnés  m  e*  n  .* 

11* 


322  KLÉMEMS   D'ALGÈBRE 

730.  Dans  l'équation  œ2  +  px-fç  =  0,  déterminer  p  et  q  de  telle 
wrie  que  la  différence  des  racines  soit  4  et  celle  de  leurs  cubes  208, 
sans  calculer  les  racines. 

731.  Former  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  satis- 
fassent aux  relations  suivantes  : 

x'x"  +  x1  +  x'1  —  m  =  0 
x'x"  —  m{x'  +  x")  +  \=0 

732.  Quelle  relation  doivent  avoir  les  coefficients  de  l'équation 
ax2  +  bx  +  c  =  0  pour  que  : 

1*  la  différence  des  carrés  des  racines  égale  un  nombre  donné  m« 
2°  m  fois  l'une  plus  n  fois  l'autre  donne  un  nombre  pt 

733.  Etant  donnée  l'équation  axi-\-bx-\-c=0i  former  une  autre 
équation  dont  les  racines  soient  : 

i°  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  de  l'équation  donnée  ; 

2°  les  inverses  de  celles  de  l'équation  donnée; 

3°  celles  de  l'équation  donnée  multipliées  par  m; 

4°  celles  de  l'équation  donnée  augmentées  de  h; 

5*  les  carrés  de  celles  de  l'équation  donnée  ; 

6°  les  inverses  des  carrés  de  celles  de  l'équation  donnée. 

734.  L'équation  ax*  +  bx  +  c  =  0  a  pour  racines  x'  et  a/*;  dis- 
poser de  h  de  manière  que  l'équation  qui  aura  pour  racines  x'  -J-  h 
et  x'  +  h  soit  dépourvue  du  terme  en  x. 

735.  Former  une  équation  du  second  degré  ayant  pour  racines  la 
somme  et  le  produit  des  racines  de  l'équation    ax2  +  bx  +  c  =  0. 

736.  Si  x'  et  x"  sont  les  racines  de  ax*  +  bx  +  c  =  0,  former 
une  équation  ayant  pour  racines  — jj-  et  — r« 

737.  Dans  l'équation  x2  +  px  +  q  =  0 ,  déterminer  p  et  q  dételle 
bohî  que  l'une  des  racines  soit  le  triple  de  l'autre  et  que  la  somme 
de  leurs  carrés  soit  40. 

738.  On  a  les  équations  ce*  —  Ix  +  12  =  0  et  x1  —  3x  +  <j=0, 
déterminer  q  de  manière  que  ces  deux  équations  aient  une  racine 
commune. 

739.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients- 
des  équations  x2  +  px  +  q  =  0  et  x*-\-p'x  -f  q'  =  0  pour  qu'elles 
aient  une  raciL-e  commune. 

740.  Déterminer  m  et  n  de  telle  sorte  que  les  deux  équations  : 

(5m  —  52)x2  —  (m  —  4)x  -j-  4  =  0 
(2n  +  l)x2  —  5rKC  +  20=0 
tien:  les  mêmes  racine». 
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§  ÏV.  —  Trinôme  du  second  degré  et  inégalités. 


741.  Pour  quelles  valeurs  de  x  les  trinômes  suivants  seront-ils  po- 
sitifs, nuls  ou  négatifs? 

1»  2x*  — 16x  +  24 

2o  —2x2  + 16a;  — 24 

3°  2x2 -16a; +  32 

4»  —2x2  +  16a;  —  32 

5»   '  2x2  — 16x  +  40 

6»  —  2x2  +  16x  —  40 

742.  Déterminer  dans  quels  intervalles  de  la  suite  des  nombres 

-2,    -1,    0,    1,    2 
se  trouvent  les  racines  de  l'équation    8x2  +  2x  — 15  =  0,     sans  ré- 
soudre l'équation. 

743.  On  donne  l'équation    7a;2  —  61a;  +  40  =  0,    et  l'on  veut  dsiter- 

3 

miner  la  place  des  nombres  -q-,  2,  7,  9  par  rapport  aux  racines,  sans 

résoudre  l'équation. 

744.  Trouver  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'inégalité  x2  >  4.  . 

745.  Résoudre  l'inégalité        7x2<3x 

746.  Résoudre  l'inégalité 

(x  —  a)  (as  —  b)(x  —  c)>0 

747.  Résoudre  l'inégalité 

(a;  —  a){x  —  k)(x  —  c)<0 

748.  Y  a-t-il  des  valeurs  de  x  qui  vérifient  l'inégalité' 

ce*  — 6x  +  5<0 

749.  Même  question  pour 

—  xa  +  6x  — 9>Q 

750.  Même  question  pour 

x-  — 3x  +  7>0 

•    751.  Quelles  valeurs  de  x  vérifient  simultanément  les  deux  relations 

œ2  +  x  —  6  =  0    et    œ2  +  3x  — 4>0 

752.  Existe -t-il  des  valeurs  de  x  qui  vérifient  simultanément  les 
inégalités       x2  — 12x  +  32>0    et    x!  — 13x  +  22<0 

753.  Même  question  pour 

tx;î-7x  +  l<0    et    ce*  — 9x  +  30<0 
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754.  Quelles  sont  les  valeurs  de  x  qui  vérifient  l'inégalité 

4x3  —  10x2  +  48x<0 

755.  Même  question  pour 

3x3  — 12x*  +  9x>0 

756.  Existe-t-il  des  valeurs  de  x  qui  puissent  vérifier  simultanément 
ts  inégalités    3x3  —  5x*  -f-  2x > 0   et  x3  —  x2  +  4x<0 

757.  Même  question  pour 

x3  —  llx2  +  10x<0    et    x3  — 12x2  +  32x>0 

758.  Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  x  pour  satisfaire  à  l'inégalité 

+  x-1  -^  ix  +  1 

759.  Quelle  est  la  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation 

(a2  +  62)x2  —  2acx  —  62  +  c2  =  0 

760.  Dan3  l'équation     mx*  +  (m  —  l)x  +  2ro  =  0,     quelle  est   la 
limite  des  valeurs  de  m  pour  que  les  racines  soient  réelles? 


CHAPITRE  III 

ÉQUATIONS  RÉDUCTIBLES   AU  SECOND   DEGRÉ 


§  I.  —  Équations  bicarrées. 

Résoudre  les  équations  suivantes  : 

761.  x*  —  5x2  +  4  =  0 

762.  x*  — 10;c2  +  9  =  0 

763.  x*  —  26x2  +  25  =  0 

764.  x*  —  13x2  +  36  =  0 

765.  x4  — 8x2  — 9  =  0 

766.  x*  — 24a;2  — 25  =  0 

767.  x*  —  5x2  —  36  =  0 

768.  x*  —  18x2  +  81=»0 

769.  x*  — 2x2  — 3  =  0 

770.  4x<  —  17x»  +  4=0 
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771.  4x*  — 37x2  +  9  =  0 

772.  3x4  —  26a;2  —  9  =  0 


773.  \/x2  +  9=2l— x» 

774.  a2&!x4  —  (a*  +  64)x2  +  a2&2  =  0 

775.  x*  +  4o&x2  — (a*  — 62)2  — 0 

776.  c*x4  +  (a2c*  — 62C2)x*  — a262  =  0 

777.  Décomposer  en  facteurs  du  premier  degré  le  trinôme 

4x*  — 17x»  +  4 

778.  Former  une  équation  bicarrée  qui  ait  pour  racines  : 

1»  ±3    et    ±1 

2°  in    et    ±</â 

779.  Quel  est  le  trinôme  bicarré  dont  les  racines  sont 

±1/3+^3)     et    d=(v/5~-i/3) 

780.  Dans  l'équation   2x2  —  (m2  +  l)x  +  (m2  +  3)  =  0,    quelle  va- 
leur faut-il  donner  à  m  pour  que  les  racines  diffèrent  de  1  ? 

§  II.  —  Équations  réciproques. 

Résoudre  les  équations  suivantes  : 

78t.  3x3  —  I3x*  +  13x  —  3  =  0  \JL^~ 

782.  2x3  +  7x2  +  7x+2  =  0 

783.  x3  —  x2  +  x  — 1=0 

784.  5x3  — 31x»  + 31x  — 5  =  0 

785.  ax3  +  6x2  +  fcx  +  a  =  0 

786.  2x4  +  5x3  — 5x  — 2  =  0 

787.  3x4  — 10x3  + lOx  — 3  =  0 

788.  4x4  — 17x3  + 17x  — 4  =  0 

789.  5x4  _  26x3  +  26x  —  5  =  0 

790.  x4  — 6x3  +  6x  — 1=0 

791.  Sx4  — 4x3  +  4x  — 3  =  0 

792.  x4-5x3  +  5x  — 1  =  0 

793.  4x4  — 6x3  + 6x  — 4  =  0 

794.  x2  +  -V  +  x  +  —  =  4 

x2    '        '    x 

795.  x*-3x3  +  4x2-3x  +  l=ft 


SIC 

7%. 

797. 

798. 
799. 
800. 


;ents  b'algèbrb 
5 


?*  —  .-r» 


X*-f +  XS  — X  +  1=0 


4 
1  4-x 


(1  -f-  xf  ~  2 

x*  — 4x*  +  3x3  +  3x2  — 4x  +  l=0 

2x5  — 3x*  — 5x»  +  5x2  +  3x  — 2  =  0 

12x5  —  8x*  —  45x»  +  45x!  +  8x  — 12  =  0 


§  III.  —  Équations  binômes  et  trinômes. 


Résoudre  complètement  les  équations  suivantes  : 

x«  — 28x3  +  27  =  0 
ces  — 19x3— 216=0 
8x6  + 65x3 +  8  =  0 

7œ3_18?^_  H9  =  0 
x3 

810.     x»—97x*  + 1296=0 


801. 

x3  +  27  =  0 

806 

802. 

x*  =  16 

807 

803. 

x*  +  625  =  0 

808 

804. 

x5  =  32 

809 

805. 

x6  =  729 

810 

§  IV.  —  Équations  simultanées  du  2e  degré. 

(On  se  bornera  à  la  recherche  des  racines  réelles.) 
811.  Résoudre  les  systèmes  d'équations  suivante»  : 

c      x  +  y  =  20 

(  xy  =  64 

(      x-y=9 

(  xy  =  90 

c    x2  +  y2  =  625 

(      x  +  y  =  35 

(    x2  +  i/2  =  164 

l      x-y=2 
(    x2— y2  =  85 

*  x  —  y  =  5 

/  x2  +  y2  =  208 

(  xy  =  % 

/  x'-  —  y»  =  55 

\  xy  =  2k 


2» 
3« 
4* 
S- 

e» 

7» 


812. 
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Résoud 

re  les 

systèmes  suivants  : 

|  x2  +  y2=20 

J            ^  =  2 

l        y 

i» 

l   x  +  y  =  2,5 

2o 
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813. 


814. 


815. 


816. 


817. 


818. 


819. 


820. 


821 


3e  f  x2  +  y*  +  x  +  y=62 

(  x* — y2  +  x —  y=50 

Résoudre  le  système  d'équations  : 

(7  +  x)(6  +  y)  =  80 
sc  +  y=§ 
Résoudre  le  système  d'équations  : 

2xy  —  3y  —  3  =  0 
yi  —  kxy  +  15  =  0 
Résoudre  le  système  : 

x2  +  4xy  —  5y2  +  12x  +  92 = 0 
8x  —  y  =  3      > 
Résoudre  le  système  : 

xî  +  y2  +  xy  =  52 
x  +  y  =  8 
Résoudre  le  système  : 

x2  -f  x;y  =  10         ^A 
y2  +  xy  =  15 

Résoudre  le  système  : 

x?  +  y2  +  6xy  =  153 
2x2  +  2ys  — 3xy  =  36 
Résoudre  le  système  : 

*2  +  V*  _  25 

x2  — y2  ~~  7 

«y  =  48 
Résoudre  le  système  : 

x  +  y        se  — y  _  5 
x  — y  "*"  x  +  y       "¥ 
x2  +  y2  =  90 
Résoudre  le  système  : 

x2  +  y2  =  40 
xy  =  z 
x  +  y=»8 


..w 


Ù 


^ 


-r^ 
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822.  Résoudre  le  système  : 

x2  —  y2  =  35 
xy  =  6 
x  +  y=*s 

823.  Résoudre  le  système  : 

x-fy  +  z  =  36 
xy  =  108 
x2  +  y2  =  z2 

824.  Résoudre  le  système  : 

x  +  y  +  s  =  132 

x2  =  y2  -+-  2* 

x2  +  y2  +  z2  =  6050 

825.  Résoudre  le  système  : 

x  +  y  +  z  =  29 
x*  +  y2  +  s*  =  289 
xy  =  72 


§  V.  —  Équations  réductibles  au  2e  degré  à  l'aide 
d'inconnues  auxiliaires. 

826.  Résoudre  l'équation  _   J 

4 

827.  Résoudre  5x/x  —  3y/xï=296 

3_        20 

828.  Résoudre  ksjx  —  g —  =  11 

829.  Résoudre       (£=•  )'  =  8  (±=-f)  -  13 

3  3 

830.  Résoudre  5  /x  +  2  /x2  =  33 

4 

831.  Résoudre  3 y/1  +  x  —  2/1  +  x  =  8 

832.  Résoudre  3x  +  \[<ox  +  10  =  35 

„„    D.        .         /x2  — 5x  +  6        12  — /x2  — 5x  +  6 

833.  Résoudre     -* g — ! = ■     == — 

2  /x2  —  5x  +  6 

834.  Résoudre    (x*  +  x!  +  1  )*  —  33  ;  x*  +  x2  + 1  )  + 105  —  0 

835.  Résoudre    (x«  —  x  +  1)*  —  10x2(x2  — x  +  1)»  +  9**  =  0 
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836.  Résoudre  le  système  : 


Vx~+fà=u. 

x  +  y  =  73 

837. 

Résoudre  le  système  : 

' 

1          1 
-1  +  ^-  =  41 

à 

m         y 

^+^  =  901 

838. 

Résoudre  le  système  : 

S              3 

x  *  +  y  s"  =  35 

1              i 

x*  +  y  s  =5 

839. 

Résoudre  le  système  : 

x2y —  xy2  =  30 

_1_±  —  JL 
y        x        15 

840. 

Résoudre  le  système  : 

xy{x  +  y)  =  2,0 
x3  +  y3  =  35 

841. 

Résoudre  le  système  : 

x  +  y  =  16  +  /4xy 

842. 

Résoudre  le  système  : 

x*  +  y2  —  (x  +  y)  =  48 
x  +  y  +  xy  =  31 

843. 

Résoudre  le  système  : 

x(x  +  y  )  +  y  (x  —  y  )  =  153 
7x(x  +  y)  =  72y(x  — y) 

844. 

Résoudre  le  système  : 

x*  +  y4  =  272 
x  +  y  =  ô 

b45. 

Résoudre  le  système  : 

X5  —  ys=:2882 
X  — y  =  2 

846. 

Résoudre  le  système  : 

2x*  +  3xy  +  y*  =  70 
6cc2  +   xy  —  y*  r=  50 

847. 

Résoudre  le  système  : 

x2y2  +  xy  =  a 
x-f  y  =  & 

l/" 
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848.  Résoudre  le  système  : 

"2  (x  +  y)  =  v/m5f+v/m/~—  m  +  n 

8i9.  Résoudre  le  système  : 

(as  —  y)(x*  —  y«)  =  160 
(x  +  y>(x»  +  yî)  =  580 

850.  Résoudre  le  système  : 

x*  +  y*  +  x*y  +  xy2  =  32 

aj4y2_|_x2y<  =  123 


§  VI.  —  Problènies  à  une  inconnue. 

851.  Quel  est  le  nombre  qui,  multiplié  par  3  -j ,  donne  un  pro- 
duit égal  au  neuvième  de  son  carré  pl^1"  25? 

852.  Par  quel  nombre  faut- il  diviser  96  pour  que  le  quotient  sur- 
passa de  4  le  diviseur? 

853.  Le  produit  des  deux  termes  d'une  fraction  est  120;  les  deux 
termes  seraient  égaux  si  Ton  retranchait  1  au  dénominateur  pour 
l'ajouter  au  numérateur.  Quelle  est  cette  fraction? 

854.  Quel  est  le  nombre  dont  les  J/4  augmentés  de  1 ,  multipliés  par 
ses  */i  diminués  de  15,  donnent  16  pour  produit? 

_  855.  Un  marchand  a  Tendu  un  meuble  39  fr.,  et  à  ce  marché  il  a 
gagné-  autant  pour  %  que  le  meuble  lui  coûtait  :  quel  était  le  prix  de 
ce  meuble  ? 

856.  Trouver  deux  nombres  impairs  consécutifs  tels  que  la  diffé- 
rence de  leurs  carrés  soit  8000. 

857.  Trois  nombres  son{  entre  eux  comme  3,  2  et  5,  et  la  somme  de 
leurs  carrés  égale  342  :  trouver  ces  nombres. 

858.  On  demande  trois  nombres  entiers  consécutifs  tels  que  leur 
produit  égale  5  fois  leur  somme. 

859.  Partager  le  nombre  12  en  deux  parties  telles  que  la  plus  grande 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  le  nombre  entier  et  la  plus  petite. 
Calcul  à  0,001  près.  (Baccalauréat.) 

860.  Quel  est  le  nombre  qui  étant  augmente  de  6  fois  sa  racine 
carrée  devient  135? 

861.  L'âge  d'un  enfant  sera  dans  3  ans  un  carré  parfait,  et  il  y  a 
3  ans  son  âge  était  précisément  la  racine  de  ce  même  carré.  Quel  âge 
a-t-i!? 

862.  Trouver  trois  ^nombres  entiers  consécutifs  tels  que  le  cube  du 
plus  grand  égale  trois  fois  la  somme  des  ctfbes  des  deux  autres. 
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863.  Un  rentier  avait  placé  20000  fr.  à  un  certain  taux,  et  laisse  le 
capital  pendant  cinq  ans.  Après  ce  temps,  il  retire  son  capital  <st  les 
intérêts  simples  et  place  le  tout  à  un  taui  inférieur  d'un  franc  au  pre- 
mier, et  retire  annuellement  1 300  fr.  d'intérêts.  Trouver  le  taux. 

864.  Quinze  personnes,  hommes  et  femmes,  dînent  dans  un  hôtel; 
les  hommes  dépensent  36  fr.  et  les  femmes  aussi  :  trouver  le  nombre 
d'hommes  et  leur  dépense  individuelle,  sachant  que  chaque  femme  a 
dépensé  2  fr.  de  moins  qu'un  homme. 

865.  Une  somme  de  400  fr.  doit  être  distribuée  par  parties  égales 
entre  un  certain  nombre  de  personnes;  mais  au  moment  du  partage 
quatre  se  retirent,  ce  qui  augmente  de  5  fr.  la  part  des  autres  :  on  de- 
mande combien  il  y  avait  d'abord  de  copartageants. 

—  866.  Un  fermier  achète  des  moutons  pour  750  fr.  ;  il  les  garde  trois 
mois  et  en  perd  5  par  maladie,  et  vend  chacun  des  autres  6  fr.  de  plus 
qu'il  ne  lui  coûtait.  A  ce  marché,  il  perd  30  fr.  :  trouver  le  nombre 
4e  moutons  et  leur  prix. 

867.  Deux  courriers  partent  en  même  temps  pour  une  ville  située  à 
90  lieues  du  point  de  départ.  Le  premier,  qui  parcourt  par  heure  une 
lieue  de  plus  que  le  second,  arrive  au  lieu  désigné  une  heure  avant 
l'autre  :  quelle  est  la  vitesse  de  chaque  courrier  ? 

868.  Deux  courriers  partent  de  deux  villes  situées  à  320  km.  allant  à 
la  rencontre  l'un  de  l'autre;  le  premier  parcourt  chaque  jour  8  km.  de 
plus  que  le  second,  et  le  nombre  de  jours  pendant  lesquels  ils  voya- 
gent est  représenté  par  la  moitié  du  nombre  de  kilomètres  que  le  se- 
cond fait  dans  un  jour  :  quelle  est  la  distance  parcourue  par  chacun 
avant  la  rencontre? 

*"  869.  A  combien  de  jours  était  payable  un  billet  de  1200  fr.,  sachant 
que,  escompté  à  6  p.  %,  il  donne  1  fr.  de  différence  entre  son  escompte 
en  dehors  et  son  escompte  en  dedans? 

870.  Dans  quel  système  de  numération  le  nombre  254  (base  10) 
s'écrit -il  512? 

871.  Dans  quel  système  de  numération  le  nombre  1902  (base  10) 
s'écrit- il  30102? 

872.  Deux  voyageurs  partent  au  même  instant  de  Paris  et  de  Châ- 
teau-Thierry. Au  moment  où  ils  se  rencontrent,  le  premier  a  fait 
12  kilom.  de  plus  que  le  deuxième.  Or  en  conservant  la  même  vitesse, 

o 
ils  arrivent  l'un  à  Château -Thierry  4»  -=-  après  la  rencontre,  et  l'autre 

k 
i  Paris  7*  -=-  après  la  rencontre.  Quelle  est  la  distance  entre  les  deux 

villes? 

873.  On  a  acheté  un  certain  nombre  de  mètres  d'étoffe  pour  une 
somme  m;  si  chaque  mètre  eût  coûté  a  francs  de  moins,  on  aurait  eu 
pour  la  même  somme  6  mètres  de  plus.  Combien  a-t-on  acheté  de 
mètres,  et  quel  est  le  prix  du  mètre?  —  Discuter. 
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874.  Un  corps  est  lancé  verticalement  dans  le  vide  avec  une  vitesse 
initiale  a.  Au  bout  de  quel  temps  sera-t-il  à  ia  hauteur  ht 

875.  Calculer  la  profondeur  d'un  puits,  sachant  qu'il  s'est  écoulé  un 
nombre  t  de  secondes  entre  l'instant  où  l'on  a  laissé  tomber  une  pierre 
et  celui  où  le  bruit  qu'elle  a  fait  en  frappant  le  fond  est  arrivé  à  l'o- 
reille. (On  néglige  la  résistance  de  l'air.) 


§  VII.  —  Problèmes  à  plusieurs  inconnues. 


876.  Partager  27  en  deux  parties  telles  que  4  fois  le  carré  de  la  pre- 
mière et  5  fois  le  carré  de  la  seconde  vaillent  1620.  \**  *   \V 

877.  Partager  10  en  deux  parties  dont  les  carrés  soient  proportion- 
nels à  13  et  à  7.  Calculer  à  0,001  près. 

878.  Les  rapports  direct  et  inverse  de  deux  nombres  ont  pour  somme 
2,05;  ces  deux  nombres  eux-mêmes  donnent  pour  somme  63;  quels 
sont  ces  deux  nombres? 

879.  Un  nombre  est  formé  de  deux  chiffres  ;  si  on  lui  ajoute  9  on 
trouve  le  même  nombre  renversé,  et  si  on  divise  le  nombre  par  le 
produit  des  deux  chiffres,  on  a  6  pour  quotient:  trouver  ce  nombre.  *u 

880.  Deux  fontaines  coulant  ensemble  peuvent  remplir  un  bassin  en 
2  heures  24  minutes  :  trouver  le  temps  qu'il  faudra  à  chacune  d'elles, 
sachant  que  la  .seconde,  coulant  seule,  met  2  heures  de  moins  que  la 
première. 

881.  Deux  fontaines  peuvent  remplir  un  bassin  en  18  heures  :  trouver 
le  temps  qu'il  faudra  à  chacune  d'elles,  sachant  qae  la  première,  cou- 
lant seule,  y  emploierait  27  heures  de  plus  que  la  seconde. 

882.  Deux  ouvriers  mettent  25  heures,  s'ils  travaillent  séparément, 
pour  faire  chacun  la  moitié  d'un  ouvrage;  mais  s'ils  travaillent  en- 
semble, ils  n'y  mettent  que  12  heures  pour  le  faire  en  entier:  trouver 
le  temps  qu'ils  mettraient  séparément  pour  faire  le  travail. 

883.  Deux  ouvriers  reçoivent  l'un  80  fr. ,  l'autre  45  fr.;  le  premier  a 
travaillé  cinq  jours  de  plus  que  l'autre,  ëi  chacun  avait  travaillé  le 
nombre  de  jours  pendant  lequel  a  travaillé  l'autre,  ils  auraient  reçu 
la  même  somme  :  on  demande  le  nombre  de  journées  de  travail  de 
chaque  ouvrier  et  le  prix  de  sa  journée. 

884.  Une  pièce  d'étoffe  a  été  vendue  1800  fr.  ;  l'acheteur  en  la  re- 
cevant constate  que,  par  suiie  d'erreur,  on  lui  a  expédié  une  pièce  qui 
vaut  2  fr.  50  de  moins  par  mètre,  mais  qui,  par  compensation,  con- 
tient 15  mètres  de  plus  que  celle  qu'il  attendait.  Il  se  décide  à  la 
garder,  et  on  demande  combien  cette  pièce  contenait  de  mètres,  et  quel 
était  le  prix  du  mètre.  (Diplôme,  enseignement  spécial.) 

885.  Deux  associés  ont  fait  un  fonds  commun  de  2000  fr.,  le  premier 
a  laissé  sa  mise  pendant  2  mois,  le  Becond  a  laissé  la  sienne  pendant 
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8  mois.  Le  premier  a  reçu  1800  fr.  tant  pour  le  gain  que  pour  la 
mise,  tandis  que  le  second  n'a  reçu  que  900  fr.  :  trouver  le  gain  et  la 
mise  de  chacun. 

886.  Deux  capitaux  sont  prêtés  à  des  taux  différents.  La  somme  de 
ces  deux  capitaux  est  60000  fr.,  la  somme  des  taux  est  12.  Le  premier 
capital  produit  1320  fr.  et  le  deuxième  2340  fr.  l'an.  Déterminer  ces 
deux  capitaux. 

887.  Deux  capitaux  sont  prêtés  à  des  taux  différents;  le  premier  ca- 
pital, qui  produit  500  fr.  par  an,  surpasse  de  4000  fr.  le  second  capital, 
qui  produit  390  fr.  ;  mais  le  taux  de  ce  dernier  surpasse  de  3/i  le  taux 
du  premier.  Déterminer  ces  deux  capitaux. 

888.  Deux  capitaux  différents  sont  prêtés  à  6  p.  %.  Ils  valent  en- 
semble 30^00  fr.;  le  premier,  qui  est  resté  placé  4  mois  de  plus,  a  pro- 
duit 1280  fr.,  et  le  second  840  fr.  Déterminer  ces  deux  capitaux. 

889.  Dans  une  proportion,  les  deux  premiers  termes  sont  entre  eux 
comme  2  est  à  3 ,  et  le  produit  des  quatre  termes  égale  81  fois  le  carré 
du  premier.  Déterminer  les  deux  derniers  termes. 

890.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion,  connaissant  la  somme 
de  leurs  carrés  62,5,  sachant  de  plus  que  le  premier  surpasse  le 
deuxième  de  4,  et  que  le  troisième  surpasse  le  quatrième  de  3.  (B.) 

891.  Dans  une  proportion  continue,  la  somme  des  trois  termes  est 
28,  la  différence  entre  les  deux  premiers  termes  est  8.  Déterminer 
cette  proportion. 

892.  Calculer  les  termes  d'une  proportion  continue,  connaissant  la 
somme  15  des  deux  premiers  termes,  et  ia  somme  13  du  premier  et  du 
dernier. 

893.  Dans  une  proportion,  la  différence  des  deux  premiers  termes 
est  6;  celle  des  deux  derniers  est  5;  la  somme  des  carrés  des  quatre 
termes  est  793  :  trouver  celte  proportion. 

894.  Dans  une  proportion,  la  somme  des  antécédents  est  12,  celle 
des  conséquents  9;  et  la  différence  entre  la  somme  des  carrés  des  trois 
premiers  termes  et  le  carré  du  quatrième  est  107  :  trouver  les  quatre 
termes. 

895.  Trouver  les  quatre  termes  d'une  proportion,  connaissant  la 
somme  130  de  leurs  carrés,  et  les  produits  6,  12, 18  du  premier  terme 
par  chacun  des  trois  autres. 

896.  Déterminer  les  quatre  termes  d'une  proportion ,  connaissant  la 
somme  s  des  quatre  termes,  la  somme  a  des  extrêmes,  et  la  diffé- 
rence d  des  moyens. 

897.  Trouver  deux  nombres  tels  que  leur  somme  soit  à  leur  produit 
comme  2  est  à  3,  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  le  quintuple  de 
la  somme  des  nombres. 

898.  Trouver  un  nombre  de  deux  chiffres,  sachant  que  la  somme  des 
carrés  de  ces  deux  chiffres  est  égale  au  nombre  augmenté  du  produit 
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de  ces  mêmes  chiffres,  et  qu'en  outre,  si  l'on  ajoute  36  au  nombre, 
on  obtient  le  nombre  renversé. 

899.  Trouver  un  nombre  de  deux  chiffres  tel  qu'en  le  divisant  par 
la  somme  des  chiffres,  puis  renversant  le  nombre  et  divisant  encore 
par  la  somme  des  chiffres,  la  différence  des  deux  quotients  égale  la 
différence  des  deux  chiffres,  et  le  produit  de  ces  deux  quotients  égale 
le  nombre  lui-même. 

900.  Trouver  deux  nombres  sachant  que  leur  somme,  leur  produit 
et  la  différence  de  leurs  carrés  sont  égaux  entre  eux. 


§  VIII.  —  Problèmes  de  Géométrie. 

Questions  de  Géométrie  plane. 

901.  Dans  un  cercle  de  15"  de  rayon,  deux  cordes  qui  se  coupent 
ont  pour  produit  de  leurs  segments  respectifs  200.  Trouver  la  distance 
de  leur  point  d'intersection  au  centre. 

902.  Deux  cordes  se  coupent  dans  un  cercle,  la  longueur  de  l'une 
est  22~,  les  segments  de  l'autre  ont  12-  et  8»;  quels  sont  les  segments 
de  la  première? 

903.  On  a  un  cercle  de  3m  de  rayon;  déterminer  sur  une  tangente 
à  ce  cercle  un  point  P  tel  que  la  normale  menée  de  ce  point  au  cercle 
ait  sa  partie  extérieure  moitié  de  la  tangente  AP.  (Baccalauréat.) 

904.  On  a  un  cercle  de  15»  de  rayon;  d'un  point  pris  à  25"  du 
centre,  on  mène  une  tangente  à  ce  cercle  :  trouver  la  longueur  de 
cette  tangente. 

905.  Dans  le  plan  d'un  cercle  de  rayon  R,  on  prend  un  point  à  une 
distance  d  du  centre,  on  mène  par  ce  point  une  sécante  telle  que  la 
corde  déterminée  par  le  cercle  ait  une  longueur  2c.  Quels  sont  les 
deux  segments  de  la  sécante? 

906.  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  sachant  que  ces 
côtés  sont  trois  nombres  entiers  consécutifs. 

907.  Trouver  l'expreesion  de  l'aire  d'un  triangle  rectangle  isocèle 
dont  le  périmètre  est  2p. 

908.  Les  côtés  d'un  triangle  sont  trois  nombres  entiers  consécutifs 
et  sa  surface  84œ«  :  trouver  les  trois  côtés. 

909.  Dans  un  triangle  dont  un  des  côtés  AB  est  représenté  par  2, 
déterminer  à  quelle  distance  du  sommet  A  il  faut  mener  une  parallèle 
au  côté  opposé  à  ce  sommet  pour  que  le  triangle  soit  partagé  en  deux 
parties  équivalentes.  —  Généraliser. 

910.  Partager  une  droite  a  en  moyenne  et  extrême  raison.  —  Dis- 
cussion. 


EXERCICES   SUR   LA   DEUXIÈME   PARTIE  335 

911.  Partager  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  R  en  moyenne  et 
extrême  raison  par  un  cercle  concentrique.  —  Discussion. 

912.  Les  surfaces  de  deux  carrés  ont  ensemble  8621m«;  le  produit 
de  leurs  diagonales  est  8540  :  trouver  les  côtés  de  ces  carrés. 

913.  On  demande  les  deux  dimensions  d'un  rectangle  ayant  3200m« 
de  surface,  sachant  que  la  longueur  a  14»  de  plus  que  la  largeur.  — 
Généraliser. 

914.  Calculer  les  dimensions  d'un  rectangle,  connaissant  sa  diagonale 
17»  et  sa  surface  120m''.  —  Généraliser. 

915.  Dans  un  cercle  dont  le  diamètre  est  25™,  inscrire  un  rectangle 
ayant  17»  de  différence  entre  ses  deux  dimensions.  —  Généraliser. 

916.  Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  con- 
naissant : 

1°  La  surface  54"«  et  l'hypoténuse  15»; 

2«  L'hypoténuse  25»  et  la  différence  17  des  côtés  de  l'angle  droit; 
3°  La  surface  20e'  et  la  différence  39  des  carrés  des  côtés  ; 
4°  L'hypoténuse  50™  et  le  rayon  10m  du  cercle  inscrit. 

917.  Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  con- 
naissant : 

1*  L'hypoténuse  25"  et  1*  somme  47  des  côtés  de  l'angle  droit  avec 
la  hauteur; 
2e  La  hauteur  19"  et  la  somme  35»  des  côtés  de  l'angle  droit. 

918.  Trouver  les  quatre  côtés  d'un  trapèze  isocèle  circonscrit  à  un 
cercle  de  rayon  R,  sachant  que  son  périmètre  est  2p. 

919.  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connaissant: 
!•  Le  périmètre  36»  et  la  surface  54m«; 

2°  Le  périmètre  132»  et  la  somme  6050  des  carrés  des  trois  côtés; 
3°  Le  périmètre  60»  et  la  hauteur  12»  abaissée  sur  l'hypoténuse. 

920.  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  : 
1°  Le  périmètre  40»  et  la  différence  7  des  côtés  de  l'angle  droit; 
2»  L'excès  20  de  l'hypoténuse  sur  la  différence  des  côtés  de  l'angle 

droit,  et  la  hauteur  12  qui  tombe  sur  l'hypoténuse. 


Questions  de  Géométrie  dans  l'espace. 


921.  La  hauteur  d'un  prisme  droit  est  de  10e;  chaque  base  est  on 
rectangle  dont  l'un  des  côtés  est  double  de  l'autre;  la  surface  totale 
est  de  216  cent,  carrés.  On  demande  :  !•  les  dimensions  et  la  surface 
des  deux  bases;  2»  Faire  da  chacune  des  faces  latérales. 

922.  Calculer  les  arêtes  d'un  parallélipipède  rectangle,  connaissant 
la  surface  totale  180™",  la  diagonale  10»  de  la  base,  et  la  somme  17 
des  trois  dimensions. 
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923.  La  somme  des  42  arêtes  d'un  parallélipipède  rectangle  est  48m; 
la  somme  des  carrés  de  trois  arêtes  consécutives  égale  50;  la  base  a 
42m«  de  superficie.  Quelles  sont  les  trois  dimensions? 

924.  Connaissant  les  trois  côtés  a,  b  et  c  de  la  base  d'un  tétraèdre 
dont  l'angle  solide  opposé  est  un  trièdre  trirectangle,  on  demande  de 
calculer  les  trois  autres  arêtes  et  le  volume  dû  tétraèdre. 

925.  Les  bases  d'un  tronc  de  pyramide  étant  B  et  b,  calculer  l'aire  x 
de  la  section  faite  à  égale  distance  des  deux  bases..  (Sorbonne,  4  no- 
vembre 1881.) 

926.  On  donne  le  volume  V  et  la  hauteur  h  d'un  tronc  de  pyramide 
hexagonal  régulier  dont  la  base  inférieure  a  pour  côté  a;  calculer  le 
côté  x  de  la  base  supérieure. 

927.  Calculer  :  1°  le  rayon  d'un  cône,  connaissant  sa  surface  totale 
«a2  et  sa  génératrice  /;  2°  le  rayon  d'un  cylindre  de  surface  totale 
■kol1  et  de  hauteur  h. 

928.  Un  cylindre  et  un  tronc,  de  cône  ont  une  base  commune  et  même 
hauteur.  Quel  doit  être  le  rapport  des  rayons  des  bases  du  tronc  de 
cône  pour  que  le  volume  de  ce  tronc  soit  la  moitié  du  volume  du 
cylindre.  (Sorbonne,  11  août  1871.) 

929.  Étant  donné  un  cône  droit  dont  la  hauteur  égale  le  rayon  a  de 
la  base,  calculer  le  rayon  x  d'un  cylindre  inscrit  dans  ce  cône  et  tel 
que  sa  surface  totale  égale  celle  d'une  sphère  de  rayon  donné  R. 
(Sorbonne,  12  novembre  1872.) 

930.  Calculer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  dont  le 
côté  est  a,  sachant  que  ce  côté  forme  un  angle  de  60*  avec  le  plan  de 
la  base  inférieure  et  que  la  surface  totale  du  tronc  est  égale  à  celle 
d'une  sphère  ayant  l'arête  a  pour  diamètre.  (Sorbonne,  25  juillet  1870.) 

931.  Calculer  la  hauteur  d'un  segment  sphérique  à  une  base,  con- 
naissant sa  surface  totale  7tas  et  le  rayon  R  de  la  sphère. 

932.  Dans  une  sphère  de  rayon  R,  la  zone  engendrée  par  un  arc 
tournant  autour  du  diamètre  mené  par  une  des  extrémités  de  cet  arc 
a  pour  base  un  cercle  dont  la  surface  est  le  quart  de  la  zone.  Cal- 
culer la  hauteur  de  la  zone. 

933.  Une  sphère  de  rayon  R  a  été  coupée  par  un  plan  AB.  Calculer 
la  distance  de  ce  plan  au  centre,  sachant  que  la  surface  de  la  petite 

zone  égale  : 

4°  La  surface  latérale  du  cône  AOB  ayant 
pour  base  le  cercle  de  section  et  pour  sommet 
le  centre  de  la  sphère  ; 

2°  La  surface  de  la  sphère  de  diamètre  01; 

3*  La  surface  de  la  sphère  de  diamètre  PI  ; 

4e  Les  -^  du  cercle  de  section; 

5»  La  moyenne  proportionnelle  entre  la  plus  grande  zone  et  la  sec- 
tion. 
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934.  Un  cône  équiiatéral  est  inscrit  dans  une  sphère;  couper  les 
deux  corps  par  un  plan  parallèle  à  la  base,  de  manière  que  la  diffé- 
rence des  sections  soit  égale  à  cette  base.  (Sorbonne,  10  juillet  1885.) 

935.  On  a  coupé  une  sphère  de  rayon  R  par  un  plan  AB.  Calculer 
la  distance  de  ce  plan  au  centre,  sachant  que  le  volume  du  segment 
Bphérique  ACB  égale  : 

1°  Le  double  du  volume  du  cône  ADB  ; 

2°  Le  volume  du  cylindre  de  rayon  01  et  de  hauteur  CL 

936.  Dans  une  circonférence  de  rayon  R  on  a  élevé  une  perpendi- 
culaire CD  sur  le  diamètre  AB  et  Ton  fait  tourner  la  figure  autour  de 
ce  diamètre.  Calculer  BD  par  la  condition  que  : 

1°  Le  volume  engendré  par  le  segment  BNC  égale  celui  du  cône 

décrit  par  le  triangle  CDO; 

2°  La  somme  des  volumes  engendrés  par  les  segments  BNC  et  CMB 

5 
égale  les  -h-  du  volume  de  la  sphère  décrite  par  ACB; 

3»  Que  la  somme  des  mêmes  volumes  égaie  m  fois  le  volume  décrit 
par  le  triangle  ACB. 

937.  Dans  un  cercle  de  rayon  R  on  mène  une  corde  CD  parallèle  au 
diamètre  AB;  on  joint  OC  et  OD  et  l'on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  AB.  Calculer  la  corde  CD,  sachant  que  le  volume  engendré  par  le 
segment  de  cercle  CMD  égale  le  volume  décrit  par  le  triangle  COD. 
(Sorbonne,  26  mars  1881.) 

938.  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R  et  un  plan  tangent  à 
l'extrémité  du  diamètre  AB,  mener  un  plan  sécant  parallèle  au  plan 
tangent,  de  telle  sorte  que  le  volume  du  segment  sphérique  non  com- 
pris entre  les  plans  égale  le  volume  du  cylindre  ayant  pour  base  la 
section  et  pour  hauteur  la  distance  des  plans  parallèles.  Calculer  cette 
distance.  (Sorbonne,  29  mars  1881.) 

939.  On  a  coupé  une  sphère  de  rayon  R  par  un  plan.  La  section 
étant  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  la  sphère,  à  quelle 
distance  du  centre  est  le  plan  sécant  lorsque  le  volume  du  cône  égale 
celui  du  segment  sphérique  à  deux  bases  formé  par  un  grand  cercle 
parallèle  à  la  section? 

940.  On  donne  une  sphère  de  rayon  R;  sur  un  diamètre  AB,  on 
prend  une  longueur  AI  =  ce,  et  l'on  mène  par  le  point  I  le  plan 
perpendiculaire  à  AB.  Exprimer,  au  moyen  de  R  et  de  ce  :  1°  le  rap- 
port du  volume  du  segment  sphérique  AC1D  à  celui  de  la  sphère 
qui  aurait  x  pour  diamètre;  2°  le  rapport  de  l'autre  segment  CIDB 
à  celui  de  la  sphère  qui  aurait  aussi  la  hauteur  de  ce  segment  pour 
diamètre.  3°  Déterminer  x  de  telle  façon  que  le  premier  rapport  soit 
triple  du  second.  (Sorbonne,  7  juillet  1877.) 


338  ÉLÉMENTS   D'ALGEBRE 


CHAPITRE    IV 

MAXIMUM    ET    MINIMUM 


I.  —  Maximum  et  minimum  des  fonctions 
algébriques. 


941.  On  donne  les  trinômes  suivants 

10  y  =  œ*_  Sx  +  12 

2»        y  =  k&  —  ox  +  3 
3»        y  =  — x*  +  6x  — 9 


4°        y  =  9x5  — 6x  +  l 
5°        y  =  — x*  +  2x  +  3 
6»        t/  =  — 5x*  +  12o3  —  9 


et  l'on  demande  de  dire  à  priori  s'ils  ont  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, et  si  ce  maximum  ou  ce  minimum  est  positif,  nul  ou  négatif. 

I.  Calculer  le  maximum  ou  le  minimum  des  trinômes  précédents 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x. 

943.  1*  Rendra  maximum  les  expressions  : 
H  x(a2  —  xi) 

?»  x*(4a*  — x*) 

x  —  2a 


4» 
2°  Rendre  minimum  les  expressions  : 


6' 


x» 

8»  x»  +  **- 

x 

944.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  des  fonctions  suivantes 

y—'2(a  +  x)  J—  x 

2.        y=£±*  +  «II*  4»        y=x  +  2/^TxT 

*        a  —  x        a-\-x  i  * 


X3 

x1 —  a* 

x3 

cessions  : 
x3 

(x  — a;* 

a4  -f  ** 

x- 

a»  +  ''-2x6 

945. 
!• 

2° 

946. 

î» 

2° 

947. 

1» 

2» 

948. 
la 

2" 

949. 
1» 

2» 

950. 
1» 
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Quel  est  le  maximum  ou  le  minimum  des  fonctions  suivantes  : 

x2  —  x  —  2 


__      4a;2  4- 1 
^       a;2  —  2x  + 1 

1— 2x2 
*       x-  +  4x  +  4 


y  == 


x2  —  6x  4-  9 


œ*  +  4 


y= 


x2  4-  2x  4- 1 


Calculer  le  maximum  et  le  minimum  des  fonctions  suivantes 


y 


y- 


X24~21 

x  —  2 

4(2x  —  4) 
x2 —  4 


S» 

40 


g 


y= 


__  x2  — 10x  +  21 
—        2x  — 15 

a;2  —  5 


2x  — 4 

Calculer  le  maximum  et  le  minimum  des  fonctions  suivantes  : 
x24-4x  —  36 


y- 


y- 


2(x  —  5) 

X2  —  6x  4"  8 


2x  — 3 
y        x2  —  2a; +  3 


V  = 


x*  +  2x  —  8 


2a;  — 8 
Calculer  le  maximum  et  le  minimum  des  fonctions  suivantes 


y= 


■x  —  8 


a;2  +  a;  — 2 
x2  4-  x  —  1 


3» 

4= 


y 


y- 


x2  4- 14x-f-9 
x2  4-  2x  4-  3 

ax*  +  &* 


y—  x2  — x  — 1  '"        »~"(a»— 6*)x 

Étudier  les  variations  des  fonctions  suivantes  : 

x2  +  x  + 1 


_    x2  — x  — 2 
y-  œ2_6x  +  9 

_  2a;2  —  7x4-3 
y~~  a:2  —  7x4-12 


3o 
40 


l': 


x2  — x  — 1 
a;2  — 4 


x24-2x  —  3 
Étudier  les  variations  des  fonctions  suivantes  : 

3a;2— 21  x  +  30 


a:2  —  5a;  4- 1 

_  a;2  — 8a;  4- 4 
y       ce2  — 4x4-2 


4x2— 16x4-12 

x2  —  4x4-3 
3x2  — 12x4-li: 


§  II.  —  Application  aux  problèmes  de  Géométrie. 


Questions  de  Géométrie  plane. 

951.  De  tous  les  triangles  rectangles  de  même  hypoténuse,  quel  est 
celui  dont  la  surface  est  maximum? 

952.  De  tous  les  rectangles  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon  donné  R, 
quel  est  celui  qui  a  la  surface  maximum? 


340  ÉLÉMENTS    D'ALGÈBRE 

953.  De  tous  les  triangles  isocèles  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon 
donné  R,  quel  est  celui  dont  la  surface  est  maximum? 

954.  De  tous  les  triangles  de  même  périmètre  et  de  même  base, 
quel  est  le  plus  grand? 

955.  Dans  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  a,  inscrire  un 
triangle  équilatéral  de  surface  minimum. 

956.  Deux  points  étant  donnés  de  part  et  d'autre  d'une  droite ,  trou- 
ver un  cercle  passant  par  ces  deux  points  et  interceptant  sur  la  droite 
la  longueur  minimum. 

957.  Dans  un  cercle  de  rayon  R  on  mène  une  corde  perpendicu- 
laire à  un  diamètre,  on  joint  les  extrémités  de  la  corde  aux  extrémités 
du  diamètre,  et  on  demande  le  minimum  de  la  différence  des  deux 
triangles  ayant  la  corde  commune  pour  base. 

958.  On  a  un  rectangle  de  périmètre  constant  kp;  sur  les  quatre 
cotés  pris  pour  diamètres,  on  décrit  des  demi -circonférences  exté- 
rieures au  rectangle  :  trouver  le  minimum  de  la  surface  ainsi  formée. 

959.  Deux  points  A  et  0  sont  donnés;  du  point  0  on  décrit  une  cir- 
conférence de  rayon  variable  r,  et  du  point  A  on  mène  des  tangentes 
à  cette  circonférence.  On  demande  :  1*  le  maximum  du  triangle  iso- 
cèle formé  par  les  deux  tangentes  et  la  corde  qui  joint  les  points  de 
contact;  2*  le  maximum  du  quadrilatère  formé  par  les  deux  tangentes 
et  les  rayons  qui  vont  aux  points  de  contact. 

960.  De  tous  les  triangles  rectangles  pour  lesquels  le  produit  de  la 
bauteur  par  l'un  des  segments  qu'elle  détermine  sur  l'hypoténuse  est 
constant,  quel  est  celui  dont  l'hypoténuse  est  minimum? 

961.  Inscrire,  à  un  carré  donné,  un  carré  de  surface  minimum. 
Étudier  la  variation  de  cette  surface. 

962.  Les  dimensions  d'un  rectangle  sont  a  et  b;  à  partir  de  chaque 
6ommet  et  dans  le  même  sens,  on  porte  une  même  longueur  x.  1°  Dé- 
terminer cette  longueur  de  telle  sorte  qu'en  joignant  les  quatre  points 
ainsi  trouvés,  le  parallélogramme  formé  soit  minimum;  2°  suivre  les 
variations  de  la  surface  du  parallélogramme  lorsque  x  prend  toutes 
les  valeurs  possibles. 

963.  Inscrire  dans  un  losange  le  rectangle  de  surface  maximum. 
Variations  de  la  surface  du  rectangle  inscrit  au  losange  donné. 

364.  Les  dimensions  d'un  rectangle  sont  a  et  6  ;  à  partir  de  deux 
sommets  opposés,  on  porte  sur  les  côtés  adjacents  une  même  lon- 
gueur x.  On  demande  :  1°  le  maximum  du  parallélogramme  ainsi 
formé;  2»  les  variations  de  la  surface  de  ce  parallélogramme. 

965.  On  donne  un  demi-cercle  de  rayon  R  et  l'on  divise  le  dia- 
mètre en  deux  Begments  sur  chacun  desquels  on  décrit  un  demi-cercle. 
On  demande  :  1°  quand  la  surface  comprise  entre  les  trois  demv- 
cercles  sera  maximum  ;  2°  de  quelle  manière  cette  surface  variera 
avec  les  segments  du  diamètre. 

966.  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  R  un  rectangle  dont  le  péri- 
mètre soit  maximum. 
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967.  Circonscrire  à  un  cercle  un  losange  de  surface  donnée.  —  Va- 
riations de  la  surface  du  losange. 

968.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  ox  et  oy  et  un  point  dont 
on  connaît  les  distances  aux  axes;  par  ce  point,  mener  une  droite 
qui  forme  avec  les  axes  un  triangle  rectangle  de  surface  minimum. 
—  Variations  de  la  surface  quand  la  droite  tourne  autour  du  point 
donné. 

969.  Étudier  les  variations  de  la  surface  du  losange  circonscrit  à  un 
rectangle  donné. 

970.  Maximum  ou  minimum  du  périmètre  d'un  triangle  rectangle 
circonscrit  à  un  cercle  donné. 

971.  De  tous  les  triangles  rectangles  de  même  périmètre  2p,  quel 
est  celui  dont  la  surface  est  maximum? 

972.  On  donne  deux  parallèles  dont  la  distance  est  h;  sur  l'une 
d'elles  on  prend  une  longueur  AB=a;  un  point  M  se   déplace  sur 

l'autre;  comment  varie  le  rapport     ',  =fc? 

973.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  isocèle  dont  la 
somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  soit  maximum  ou  minimum. 

974.  On  donne  une  circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  R;  on 
mène  une  corde  verticale  BC  à  une  distance  x  du  centre,  puis  on 
construit  un  triangle  équilatéral  ayant  pour  côté  BG  et  dont  le  som- 
met A  est  à  droite  de  BG.  On  demande  comment  varie  la  distance 
du  sommet  A  au  centre  lorsque  la  distance  x  prend  toutes  les  valeurs 
possibles. 

975.  Dans  un  trapèze  isocèle,  on  donne  la  petite  base  b  et  la  valeur  c 
des  côtés  non  parallèles;  on  demande  le  maximum  de  la  surface. 

Questions  de  Géométrie  dans  l'espace. 

976.  Quel  est  le  parallélipipède  de  volume  maximum  inscrit  dans 
une  sphère  de  rayon  donné  R? 

977.  De  tous  les  parallélipipèdes  rectangles  de  même  surface  totale, 
quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum? 

978.  De  tous  les  parallélipipèdes  rectangles  de  même  volume,  quel 
est  celui  dont  la  surface  totale  est  minimum? 

979.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné  R,  on  inscrit  un  cône  équi- 
latéral; mener  un  plan  parallèle  à  la  base,  tel  que  la  somme  des  sec- 
tions faites  dans  la  sphère  et  dans  le  cône  soit  maximum. 

980.  A  une  sphère,  circonscrire  un  cône  de  surface  latérale  mi- 
nimum. 

981.  Un  triangle  rectangle  isocèle  tourne  autour  d'un  axe  passant 
par  le  sommet  de  l'angle  droit  sans  couper  le  triangle  :  étudier  la 
variation  du  volume  engendré. 

él.  12 
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982.  Dans  un  cercle  de  rayon  R,  tracer  une  corde,  de  manière 
qu'en  la  faisant  tourner  autour  du  diamètre  qui  lui  est  parallèle,  la 
surface  qu'elle  engendre  soit  maximum. 

983.  A  un  carré  de  carton  de  côté  a,  enlever  vers  les  sommets  quatre 
petits  carrés  égaux  et  relever  ensuite  les  rectangles  qui  font  saillie, 
de  manière  que  le  volume  de  la  boîte  ainsi  formée  soit  maximum. 

984.  Construire  un  prisme  droit  creux,  à  base  carrée  (5  faces),  et 
trouver  le  maximum  du  volume  pour  une  surface  donnée. 

985.  Une  droits  de  longueur  invariable  tourne  autour  d'un  axe  en 
passant  constamment  par  un  même  point  de  cet  axe  :  quel  est  le 
maximum  du  volume  engendré  par  le  triangle  dont  cette  droite  est 
l'hypoténuse? 

986.  De  tous  les  cylindres  de  même  surface  totale  2ita>,  quel  est 
celui  dont  le  volume  est  maximum? 

987.  Inscrire  dans  une  sphère  un  tronc  de  cône  ayant  pour  base  un 
grand  cercle  et  dont  la  surface  latérale  soit  maximum. 

988.  On  construit  un  prisme  droit  sur  une  section  parallèle  à  la 
base  d'une  pyramide  donnée;  à  quelle  distance  de  la  base  sera  la 
section  lorsque  le  prisme  inscrit  aura  un  volume  maximum? 

989.  A  l'intérieur  d'un  carré  dont  le  côté  est  la,  on  forme  un  autre 
carré  concentrique  et  ayant  ses  côtés  parallèles  aux  diagonales  du 
premier;  on  joint  chaque  sommet  du  nouveau  carré  aux  deux  som- 
mets les  plus  voisins  du  premier,  et  on  forme  ainsi  quatre  triangles 
isocèles  égaux  :  on  demande  Ie  le  maximum  de  la  pyramide  ayant 
pour  surface  latérale  ces  quatre  triangles;  2*  le  maximum  de  sa  sur- 
face latérale. 

990.  Quel  est  le  maximum  du  volume  engendré  par  un  rectangle  de 
périmètre  constant  tournant  autour  d'un  de  ses  côtés? 

99t.  Dans  un  cercle  donné  inscrire  un  triangle  isocèle  tel  que  le 
volume  engendré  par  ce  triangle  tournant  autour  de  sa  base  soit 
maximum. 

992.  De  tous  les  cônes  circonscrits  à  une  sphère  de  rayon  donné  R, 
quel  est  celui  dont  la  surface  totale  est  minimum? 

993.  Circonscrire  à  un  cylindre  un  cône  de  volume  maximum. 

994.  Circonscrire  à  un  hémisphère  un  cône  dont  la  base  repose  sur 
le  plan  diamétral  et  dont  le  volume  soit  maximum  ou  minimum. 

995.  De  tous  les  cônes  de  même  surface  latérale  rca*,  quel  est  celui 
dont  le  volume  est  maximum? 

996.  De  tous  les  cônes  de  même  volume  -^  na3,  quel  est  celui  dont 
la  surface  latérale  est  minimum? 
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997.  1°  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  cône  dont  la  surface 
latérale  soit  maximum. 

2°  De  tous  les  clylindres  de  même  volume  na3,  quel  est  celui  dont 
la  surface  totale  est  minimum  ? 

998.  Parmi  tous  les  cylindres  de  même  volume  2t«»3,  quel  est  celui 
qui  est  inscrit  dans  la  plus  petite  sphère? 

999.  Un  triangle  rectangle  tourne  autour  de  son  hypoténuse  a, 
quelle  doit  être  la  hauteur  pour  que  la  différence  des  cônes  engen- 
drés par  les  triangles  qu'elle  détermine  soit  maximum? 

1000.  Etant  donnée  une  feuille  de  carton  rectangulaire  dont  les 
dimensionss  ont  2a  et  26,  enlever  vers  les  sommets  quatre  carrés  égaux 
et  relever  ensuite  les  rectangles  qui  font  saillie  de  manière  que  la 
boîte  formée  ait  un  volume  maximum. 


TROISIEME  PARTIE 

PROGRESSIONS,      LOGARITHMES 


CHAPITRE  I 

PROGRESSIONS 


§  I.  —  Progressions  arithmétiques. 

1001.  Etant  donnés  a,  l,r,  déterminer  n  et  S.  Application  :  a  =  23, 
J  =  5,  r  =  —  2. 

1002.  ÉtaDt  donnés  a,r,n,  déterminer  l  et  S.  Application  :  a  =  3, 
r=2,  n  =  13. 

1003.  Étant  donnés  a,  l,  n,  déterminer  r  et  S.  Application  :  o  =  95, 
n=19,/=5.    .  j-O     A.  "v    **  ù  * 

1004.  Etant  donnés  a,  l,  S,  déterminer  r  etn.  Application  :  a  =  3, 
1  =  39,  S  =  210. 

1005.  Étant  donnés  l,  n,  S,  déterminer  a  et  r.  Application  :  J=  199, 
n  =  100,   3  =  1000. 

1006.  Étant  donnés  a,  r,  S,  déterminer  l  et  n.  Application  :  a  =  3, 
r  =  2,  S  =  120. 

1007.  Étant  donnés  l,  r,  S,  déterminer  a  et  n.  Application  :  l  =  18, 
r  =  2,  S  =  88. 

1008.  Trouver  1°  la  somme  des  40  premiers  multiples  de  3;  2°  la 
somme  des  20  premiers  multiples  de  3  qui  suivent  le  nombre  60, 

1009.  Combien  une  pendule  sonne-t-elle  de  coups  en  vingt-quatre 
heures,  si  elle  ne  sonne  que  les  heures?        ù^t- 

1010.  Trouver  les  trois  angles  d'un  triangle  rectangle,  sachant  que 
ces  angles  sont  en  progression  arithmétique. 

1011.  Un  corps  qui  tombe  parcourt  4n,,9  pendant  la  première  se- 
conde de  sa  chute,  et  dans  chaque  seconde  l'espace  parcouru  surpasse 
de  9m,8  celui  qui  a  été  parcouru  pendant  la  seconde  précédente.  On 
demande  :  1°  ce  que  le  corps  parcourt  pendant  la  dixième  seconde  de 
chute;  2»  l'espace  parcouru  pendant  les  10  secondes. 
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1012.  Un  wagon  se  détache  d'un  train  qui  gravit  une  rampe,  il  par 
court  pendant  la  première  seconde  0m,30;  pendant  la  deuxième  3  x  0,30- 
pendant  la  troisième  5X0,30;   pei.dant  la  quatrième  7x0,30  :  qua.j 
parcourt-il  pendant  une  minute  que  dure  sa  descente?    i  $à{  %  -v^C/lA** 

1013.  Un  manœuvre  doit  déposer  une  brouettée  de  sable  au  pied  de 
chacun  des  30  arbres  qui  sont  d'un  côté  d'une  allée;  les  arbres  sont  à 
6  mètres  de  distance,  et  le  tas  de  sable  est  à  10  mètres  en  avant  du 
premier  arbre,  quel  chemin  aura -t- il  parcouru  après  avoir  achevé 
son  travail  et  ramené  la  brouette  vers  le  tas  de  sable? 

1014.  On  sait  que  le  2«  et  le  7»  terme  d'une  progression  arithmé- 
tique donnent  pour  somme  92,  que  le  4«  avec  le  11»  font  71.  QueU 
sont  ces  quatre  termes? 

1015.  La  somme  des  4  termes  du  milieu  d'une  progression  arithmé- 
tique de  12  termes  est  74;  le  produit  des  extrêmes  est  70;  quelle  est 
la  progression? 

1016.  Dans  une  progression  arithmétique  de  11  termes,  la  somme 
des  termes  est  176;  la  différence  des  extrêmes  est  30;  quelle  est  la 
progression. 

1017.  La  somme  de  trois  termes  en  progression  arithmétique  est  33, 
leur  produit  égale  1287.  Quels  sont  ces  trois  nombres? 

1018.  Trouver  3  nombres  en  progression  arithmétique  connaissant 
leur  somme  s  et  la  somme  6*  de  leurs  carrés. 

1019.  Trouver  4  nombres  en  progression  arithmétique,  connaissant 
leur  somme  22  et  la  somme  166  de  leurs  carrés. 

1020.  La  raison  d'une  progression  arithmétique  de  4  termes  est  4 , 
le  produit  des  4  termes  est  585.  Quelle  est  la  progression  ? 

1021.  Trois  nombres  en  progression  arithmétique  ont  pour  produit 
16640;  le  plus  petit  est  20.  Quels  sont  les  deux  autres? 

1022.  Le  produit  de  5  nombres  en  progression  par  différence  est 
12320  et  leur  somme  40.  Quels  sont  ces  5  nombres? 

1023.  Trouver  5  nombres  en  progression  arithmétique,  connaissant 
leur  somme  *  et  leur  produit  p. 

1024.  La  somme  de  5  nombres  en  progression  par  différence  est  45, 

137 
celle  de  leurs  inverses  est  -y™  .   Quels  sont  ces  5  nombres? 

1025.  Trouver  4  nombres  en  progression  arithmétique,  connaissant 

leur  somme  20  et  la  somme  —  de  leurs  inverses. 
Lk 

1026.  Un  colonel  qui  commande  à  3003  hommes  veut  former  ses 
soldats  en  triangle,  de  manière  que  le  premier  rang  ait  1  soldat,  le 
deuxième  2,  le  troisième  3,  et  ainsi  de  suite;  combien  y  aura-t-il 
de  rangs? 

1027.  Vérifier  que  les  carrés  des  quantités  x-  —2x  —  l,x2  +  l  et 
x*  -f-  2x  —  1  sont  en  progression  arithmétique. 
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1028.  On  demande  le  n  terme  et  la  somme  des  n  termes  de  la  suite  : 
1,    ■£=!.     -5=^,      5T±      ...    (Baccalauréat.) 

1029.  Trouver  le  n  terme  et  la  somme  des  n  termes  de  la  suite  : 
n*  — 1        .        n*  +  l  n»  +  2 

n       '     :'  n       '  n       ' 

1(330.  Calculer  la  somme  des  carrés  et  la  somme  des  cubes  des  n 
premiers  nombres.  —  Plus  généralement,  calculer  la  somme  des  carrés 
et  la  somme  des  cubes  des  termes  d'une  progression  arithmétique. 


§  II.  —  Progressions  géométriques. 

1031.  Étant  donnés  le  premier  terme  a  =  2,  la  raison  q  =  3  et  le 
nombre  des  termes  n  =  5;  trouver  le  dernier  terme  l  et  la  somme  S  de 
tous  les  termes. 

1032.  Étant  donnés  i  =  1 280 ,  a  =  5  et  n  =  9,  trouver  la  raison  q 
et  la  somme  de3  termes  S. 

1033.  Étant  donnés  i  =  384 ,  g  =  2,   n  =  8,  trouver  a  et  S. 

1034.  Étant  donnés  q  =  i  ,  n  =  6  et  S  =  2730,  trouver  a  et  l. 

1035.  Insérer  :  1°  deux  moyens  proportionnels  entre  161  et  4347; 
2«  trois  moyens  proportionnels  entre  3  et  243;  et  3*  quatre  moyens 
proportionnels  entre  243  et  1. 

1036.  Trouver  la  limite  de  la  somme  des  termes  à  l'infini  : 

!»  8  +  4  +  2  +  1  +  A  +1  +  ... 

k3o  I-I-T-^-^+tV--. 

12        3        4 

1037.  Trouver  la  limite  de  la  série  :  -rr+-r+-rr  +  -7-ô+---  dont  les 

2       4        &       16 

numérateurs  sont  en  progression  arithmétique  et  les  dénominateurs 
en  progression  géométrique. 

1038.  Quelle  est  la  somme  des  termes  à  l'infini  de  la  progression  : 

•2~+1    |         1         ,    1    , 
v/2_l  "*"  2-/2   i"2"'"~ 

1039.  Trouver  la  somme  à  l'infini  des  termes  de  : 

I"  a*+ba*~l  +  62a»-*  +  ... 
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1040.  Trouver  pour  n>x  la  somme  à  l'infini  des  termes  de  la  suite  : 

m  _  (m  —  n)x    ,   (m  —  n)x* (m  —  n ) x3 (m  —  n)x*  _ 

n  n  n2  n3  n* 

1041.  Dans  un  carré  dont  le  côté  est  a,  on  joint  les  milieux  des  quatre 
côtés  et  on  forme  un  autre  carré  dont  on  joint  encore  les  milieux  pour 
former  un  nouveau  carré  et  ainsi  de  suite  :  trouver  la  limite  de  la 
somme  des  aires  de  tous  les  carrés  ainsi  formés. 

1042.  Quelle  limite  obtiendrait-on  en  faisant  les  mêmes  construc- 
tions dans  un  triangle  équilatéral  de  côté  a?  et  quelle  serait  la  limite 
de  la  somme  des  aires  des  cercles  inscrits  et  des  cercles  circonscrits 
à  ces  triangles? 

1043.  Dans  un  cercle  de  rayon  R  on  inscrit  un  carré,  dans  ce  carré 
on  inscrit  un  cercle,  dans  celui-ci  un  autre  carré  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. On  demande  :  1°  la  limite  de  la  somme  des  aires  des  cercles; 
2°  la  limite  de  la  somme  des  aires  des  carrés. 

1044.  Le  piston  d'une  machine  pneumatique  se  meut  dans  un  cylindre 

o 
dont  la  capacité  est  les  -&  de  celle  du  récipient  :  on  demande  quelle 

fraction  de  l'air  primitif  restera  dans  le  récipient  après  n  coups  de 
piston. 

1045.  La  somme  à  l'infini  des  termes  d'une  progression  géométrique 
est  6,  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  4  -i-  ;  trouver  la  pro- 
gression.      &    X     "^  ^      (ji^vo--* 

1046.  Trouver  les  4  angles  d'un  quadrilatère,  sachant  que  ces  angles 
sont  en  progression  géométrique  et  que  le  dernier  égale  9  fois  le 
second. 

1047.  Partager  le  nombre  221  en  trois  parties  qui  forment  une  pro- 
gression géométrique  telle  que  le  troisième  terme  surpasse  le  premier 
de  136. 

1048.  La  somme  des  trois  termes  d'une  progression  géométique  est 
248  et  la  différence  des  termes  extrêmes  192.  Quels  sont  ces  trois 
termes  ? 

1049.  Trouver  quatre  nombres  en  progression  géométrique  tels  que 
la  somme  des  deux  premiers  est  28  et  celle  des  deux  derniers  175. 

1050.  Calculer  les  quatre  termes  d'une  progression  géométrique, 
sachant  que  le  2*  surpasse  le  1"  de  4,  que  le  4«  surpasse  le  3«  de  36j  k" 
et  enfin  que  la  somme  des  carrés  des  quatre  termes  e»t  3280.  J;  l>,       > 

1051.  En  supposant  qu'une  somme  placée  à  intérêts  composés  3oit 
doublée  tous  les  15  ans,  on  demande  la  valeur  en  1890  d'un  franc 
placé  l'an  1500. 

1052.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est  3375  centimètres 
cubes  :  trouver  la  longueur  de  ses  arêtes,  sachant  qu'elles  sont  en 
progression  géométrique  et  que  leur  somme  est  65. 
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1053.  Trouver  3  nombres  en  progression  géométrique,  connaissant 
leur  somme  26  et  l'excès  10  du  plus  grand  sur  la  somme  des  deux 
autres. 

1054.  Une  progression  géométrique  a  5  termes,  la  raison  est  égale 
au  quart  du  premier  terme,  et  la  somme  des  deux  premiers  est  24  : 
trouver  Us  5  termes. 

1055.  Une  progression  géométrique  a  6  termes,  la  raison  est  égale 
au  premier  terme  changé  de  signe  et  la  différence  des  deux  premiers 
termes  est  42  :  trouver  la  somme  des  termes. 

1056.  Déterminer  une  progression  de  7  termes,  connaissant  la 
somme  26  des  trois  premiers  et  la  somme  2106  des  trois  derniers^  £  /%  ^ 

t 

1057.  Dans  une  progression  de  7  termes,  la  somme  des  6  derniers 

termes  est  double  de  la  somme  des  6  premiers  ;  sachant  que  cette  der- 
nière somme  est  157  -^ ,  déterminer  la  progression*^  £  ,    v,    /£ 

1058.  La  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique  de 
5  termes  est  484;  celle  des  termes  de  rang  pair  égale  120.  Déterminer 
la  progression.  *j      !  X.  ^   &  C 

lu59.  Dans  un  progression  géométrique  de  6  termes,  on  donne  la 
somme  a  des  deux  extrêmes  et  la  somme  b  des  deux  moyens.  Déler- 
miner  la  progression. 

1060.  Asapbad,  historien  arabe,  raconte  que  Sessa  présenta  le  jeu 
d'échecs,  qu'il  venait  d'inventer,  à  Schoran,  prince  de  l'Inde;  celui-ci 
demanda  ce  qu'il  voulait  pour  sa  récompense  ;  Sessa  répondit  :  «  Que 
Votre  Majesté  daigne  me  donner  1  grain  de  blé  pour  la  1"  case  de 
l'échiquier,  2  pour  la  2e,  4  pour  la  3e  et  ainsi  de  suite  en  doublant 
toujours  jusqu'à  la  64*  case.  »  Charmé  de  la  modestie  de  l'inventeur, 
le  prince  ordonna  à  ses  ministres  de  le  solder  à  l'instant.  —  On 
demande  :  l9  combien  devait -on  donner  de  grains  de  blé;  2°  quelle 
superficie  faudrait- il  ensemencer  pour  récolter  ce  blé,  sachant  que 
l'hectare  produit  25  hectolitres  et  que  l'hectolitre  renferme  environ 
2  000  000  de  grains:  3°  quelle  est  la  valeur  de  ce  blé  à  raison  de  20  fr. 
l'hectolitre  ? 
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CHAPITRE    II 

LOGARITHMES 


§  I.  —  Exercices  relatifs  à  l'usage  des  Tables. 


1061. 

Trouver  les  îo 

lo 

5  436 

2° 

36  954 

3° 

45  876 

40 

245  872 

5° 

5  278429 

6» 

883,70 

7° 

103,555 

8' 

6709,25 

9° 

10857,9 

10» 

84  357,25 

11" 

9  758,496 

12» 

123,4508 

13» 

23,475  38 

14° 

6,365  423 

15° 

508090 

1062. 

Trouver  les  no 

1° 

3,5701225 

2° 

4,579  2461 

3» 

5,1350987 

4° 

6,987 1245 

5» 

7,6780056 

60 

6,883  9437 

7» 

5,828  2893 

8» 

2,0071295 

9» 

1,8923752 

10° 

0,345  7601 

11» 

1,456 1234 

12° 

2,733  2381 

13» 

3,887  0232 

14° 

4,567  3382 

15° 

5,488  4644 

16» 

3  700200 

17° 

2509067 

18» 

37  509  450 

19» 

25,1075 

20» 

3,16295 

21* 

0,26305 

22° 

0,789  6952 

23° 

0,059  755 

24° 

0,046  78296 

25° 

0,002  578 

26» 

0,001  8865 

27° 

0,007 180457 

28° 

0,000 16585 

29» 

0,00077113 

30° 

0,000 1528907 

ants  aux  logarithmes  sui 

16» 

6,535  0125 

17» 

7,7965022 

18° 

0,086  5127 

19° 

0,534  6930 

20° 

T,365  7296 

21° 

1,450  5099 

22» 

2,343  7105 

23° 

2,429  3782 

24° 

3~.125  3680 

25° 

3,7846058 

26° 

4,684  5624 

27» 

1",5!62489 

28» 

2,2754689 

29° 

3"357  6158 

30» 

4"  445  5502 
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1063.  Calculer  les  logarithmes  des  expressions  suivantes 

1-  17  I  4-  3 

1  "5"  4  1 


11 
1 6 

2 
3 


5« 


17 

9 

7 


§  II.  —  Exercices  de  calcul  logarithmique. 

1064.  Développer  les  expressions  suivantes  : 

«■  ">^>   2°  ***'   3-  "><K4)' 

*  /  a"*  a*  —  x* 

4»    loeW-r-ï-;        5»    log    ,— — =- 

1065.  Calculer  x  =  a6,   sachant  que  : 

log  a  =  0,833 8491 ,     log  b  =  î,534  0517 

1066.  Calculer  x=^-^-,   sachant  que  : 

log  a  =  3,273  0013,    log  6  =1,995  7528,    log  c  =  1,984  9438 
log  d  =  1,591  8780 

1067.  Calculer  les  puissances  suivantes  : 

io    5io;        2»    (0,4326)3;        3«    (0,986542)» 
4»    (3845,176)10;        5"    (648,9517)»» 

1068.  Calculer  les  racines  suivantes  : 

lo   y/ï2;      2-   /267;      3»   v'P";      4°    y/TT ;      5»   y'O"^ 

1069.  Calculer  les  racines  suivantes  : 

1"     /0.07776  ;        2»    /0,00u2187  ;        3*    \/|| 

10   18 

4»    v/0,071  5268-4  ;        5»    v  9,317254 

1070.  Calculer  par  logarithmes  le  produit 

x  =  875,6348X62,82407 

1071.  Calculer  l'expression 

236,39x127,46 
x=  564^87 
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1072.  Calculer  l'expression 

248  9762  X  2,728  45 
x~  1830,427 

1073.  Calculer  l'expression 

_  (0,9751468)» 
X~~      1572,369 


5  /  0  51 49 

1074.  Calculer  x  =  t/-  '37g  - 

1075.  Calculer  a^f-J^Y 

1076.  Calculer  l'expression 

_      y/25,36496 
X~   (0,089  3462)« 

1077.  Calculer  l'expression 

_   (  45,37284  )'» 


/0,000  5462  379 

1078.  Calculer  l'expression 

_     (5173,841)8 
X~    (0,04152837)9 

1079.  Calculer  l'expression 

7 5 


1080.  Calculer 


y/(  36  926,5  )»x  y/2629" 
/(  6258,96)2 

E=  V  V828J 


§  III.  —  Questions  à  résoudre  par  logarithmes. 

1081.  Connaissant  le  premier  terme  4,  le  dernier  4096  et  la  somme 
5460  des  termes  d'une  progression  géométrique,  trouver  le  nombre 
des  termes  et  la  raison. 

1082.  Connaissant  le  premier  terme  3 ,  la  raison  2  et  la  somme  765 
d'une  progression  géométrique,  trouver  le  dernier  terme  et  le  nombre 
des  termes. 

1083.  Connaissant  le  dernier  terme  162,  la  raison  3  et  la  somme 
des  termes  242  d'une  progression  géométrique,  trouver  le  premier 
terme  et  le  nombre  des  termes. 

1084.  Connaissant  le  premier  terme  6,  la  raison  2  et  le  dernier 
terme  192  d'une  progression  géométrique,  trouver  la  somme  des 
termes  et  le  nombre  des  termes. 
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1085.  Insérer  14  moyens  proportionnels  entre  3  et  98304. 
10S6.  Insérer  8  moyens  proportionnels  entre  12  et  23437500. 

1087.  Calculer  l'arête  d'un  cube  ayant  pour  volume  :  1°  0™e-,478928; 
2°  0»  «-,054  327. 

1088.  Calculer  :  1°  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est 
2,51075,  et  2°  la  surface  latérale  du  cylindre  ayant  ce  cercle  pour 
case  et  une  hauteur  de  3m,6954. 

1089.  Calculer:  1°  la  surface  d'un  cercle  de  0m,0597  55  de  rayon, 
et  2°  le  volume  du  cylindre  ayant  ce  cercle  pour  base  et  une  bauteur 
de  0=>,45876. 

1090.  Quel  est  le  volume  d'une  sphère  dont  le  rayon  égale  0,7892? 
Calculer  la  surface. 

1091.  Calculer  les  dimensions  de  l'hectolitre,  sachant  qu'il  a  une 
hauteur  égale  à  son  diamètre. 

1092.  Calculer  les  dimensions  du  litre,  sachant  que  la  hauteur  est 
double  du  diamètre. 

1093.  Calculer  la  hauteur  du  pendule  qui  bat  la  seconde  à  Paris, 
connaissant  g  =  9,8088. 

1094.  Quel  est  le  rayon  d'une  sphère  dont  le  volume  est  0,199532  e- '•? 

1095.  Calculer  la  durée  de  la  chute  d'un  corps  qui  tomberait  dans 
le  vide  sans  vitesse  initiale  d'une  hauteur  de  4810  mètres  (hauteur 
du  Mont-Blanc). 

1096.  Quel  serait  le  poids  d'un  cône  en  bronze  dont  la  densité 
S  =  9,235,  sachant  que  l'arête  et  le  diamètre  de  base  sont  égaux 
à  1"V145? 

1097.  Quel  est  le  rayon  d'une  sphère  pleine  en  cuivre  jaune  pesant 
3kU,785,  sachant  que  la  densité  du  cuivre  est  8  =  8,427? 

1098.  Calculer  le  poids  d'un  cylindre  creux  en  plomb,  connaissant 
la  hauteur  h  =  0,392,  le  diamètre  extérieur  D  =  0,0523,  le  diamètre 
intérieur  ci  =  0,0374  et  la  densité  du  plomb  S  =  11,352. 

1099.  Calculer  :  1°  le  rayon  de  la  terre  ;  2°  le  temps  qu'il  faudrait 
à  une  pierre  qui  tombe  pour  arriver  au  centre  ;  3°  la  vitesse  qu'elle 
aurait  en  arrivant  à  ce  point. 

1100.  Étant  donnes  les  trois  côtés  d'un  triangle  :  a  =  608m,78, 
b  =  1  363m,65 ,  c  =  949m,t>9,  .m  demande  de  calculer  :  1°  la  surface, 
les  trois  hauteurs  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit;  2°  les  bissec- 
trices a,  p,  y  des  angles  intérieurs  et  les  bissectrices  a',  p',  y'  des 
îngles  extérieurs. 
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§  IV.  —  Équations  exponentielles. 

Questions    à    résoudre    sans    recourir    aux    Tables. 

1101.  Résoudre  l'équation  (a*)*==(a8)* 

1102.  Résoudre  {a*)2  =  {a*)* 

1103.  Résoudre  (ab-*)x  =  a* 
110/4.  Résoudre  (&-*f-*  =  l 

1105.  Résoudre  (105-*)6-*  =  100 

1106.  Résoudre  s/a  =  a* 

1107.  Résoudre  100  x  10*  = /TÔU0* 

1108.  Résoudre  2*+i  +  4*=80 

1109.  Résoudre  2* +  4*  =  272 

1110.  Résoudre  2*+3  +  4*-M  =  320 

1111.  Résoudre  3*+a  +  9*+1  =  810 

1112.  Résoudre  log  ce  =  log  24 —  log8 

3 

1113.  Résoudre  2  log  ce  =  log  192  +  log-j 

1114.  Résoudre  log  a;  =  3  log  18 —  4  log  12 

1115.  Résoudre         5  log  x  —  log  288  =  3  log  ~ 

Questions  à  résoudre  à  l'aide  des  Tables. 

1116.  Résoudre  l'équatiou    3*  =  177147     £%U 

1117.  Résoudre  ( -| Y  =  51  ^ 

1118.  Résoudre  3 "§"=768 

1119.  Résoudre  243*-*  =  10000 

1120.  Résoudre  V*  =243 

1121.  Résoudre  5*'-3*  =  625 

1122.  Résoudre  x**-7*+12  =  l 

1123.  Résoudre  7*a-5*+9  =  343 

1124.  Résoudre  2*,-9*-24  =  4096 

1125.  Résoudre  6**-18**+«6  =  7776 

1126.  Résoudre  2*+i  +  4*  =  80 

12* 
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1127.  Résoudre  2I  +  4*  =  i:72 

1128.  Résoudre  2*+3-|-4*-ri  — 320 

1129.  Résoudre  3*+2  +  9*+i  =810 

1130.  Résoudre  ô2*  —  7  .5*  — 450  =  0 

1131.  Résoudre  7^  —  6x7«  +  5=0 

1132.  Résoudre  5X321- 7x3*  — 3456  =  0 

1133.  Résoudre  2x5*—  77^375  — 3  =  p 

5* 

1134.  Résoudre  3""  +  3*-'—  015  ,  =  J^L 

1135.  Résoudre  3*+*  +  3*-2  —  3*-3  +  3*-«  =  750 

1136.  Résoudre  Z2*  x5!»-3  =  "»-1X4«+a 

1137.  Résoudre  3x2*+3  =  192x3*"3 

1138.  Résoudre  (a*  —  2a»6*  +  6*)«-i=  {a~bJ£- 

1139.  Résoudre  a. a3. a5. a7 ...  a**- *  =  » 
Application:  a  =  2,   n  =  512;     a  =  2,    n  =  65536. 

1140.  Résoudre  le  système  des  deux  équations  • 

x  +  y  =  65    et    log  x  +  log  y  —  3 

1141.  Résoudre  le  système  : 

ac2  +  y*  =  425 
log  x  +  log  y  =  2 

H42.  Résoudre  le  système  : 

a?»  +  y*  =441 
21ogx  +  2  log  y  =  2 

H  43.  Résoudre  le  système  : 

logx  +  logy  =  3 
5x2  — 3yî  =  11300 

1144.  Résoudre  le  système  : 

log  <Jx  —  log /o  =0,5 
31ogx  +  21ogy  =  l,50515 

1145.  Résoudre  le  système  : 

2  log  y  —  logx  =  0,12494 
log  3  +  2  log  x  +  log  y  =  1,73239 

1146.  Résoudre  le  système  : 

log  x  —  log  5  =  log  10 
log  x3  +  log  y2  =  log  32 

1147.  Résoudre  le  système  : 

53*-2»  =  3i25 
lie»- '«-  =  14641 
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1148.  Résoudre  le  système  : 

3 
loga3  +  logy  =  Tj- 

logx  — logy  =  -g- 

1149.  Résoudre  le  système  : 

3«x4«'  =  3981312 
2*  x  5*  =  400000 

11 50.  Résoudre  le  système  : 

(x  +  y  )3*  =  279936 


CHAPITRE  III 

INTÉRÊTS    COMPOSÉS,    ANNUITÉS 


1151.  Que  deviendra,  après  14  ans,  un  capital  de  16000  fr.  placés 
à  intérêts  composés  à  4  p.  %? 

1152.  Que  deviendront  15000  fr.  placés  à  intérêts  composés,  3  */j 
p.  °/0,  pendant  10  ans,  les  intérêts  se  capitalisant  tous  les  6  mois? 

1153.  Quelle  est  la  somme  qui,  étant  placée  à  intérêts  composés  à 
6  p.  %  pendant  20  ans,  est  devenue  20645,5?      {$-  ': 

1154.  Une  ville  ayant  vendu  un  terrain  communal  140000  fr.,  place 
cette  somme  à  4  p.  %  et  à  intérêts  composés  :  on  demande  dans  com- 
bien d'années  elle  aura  200000  fr.       ^u***  ("wvur^  ,  l{  £/»»&*>*•  - 

1155.  Combien  faut-i)  de  temps  pour  qu'une  somme  placée  à  in- 
térêts composés  à  4  p.  %,  à  5  p.  %,  à  6  p.  %,  soit  augmentée  de  sa 
moitié? 

1156.  Trouver  l'augmentation  subie  par  une  somme  de  100000  fr. 
placée  à  intérêts  composés  pendant  8  ans  et  8  mois  à  4  p.  %.    ^d^1K) 

1157.  Quelle  somme  faut- il  placer  à  intérêts  composés  à  4  p.  %  pour 
recevoir  après  18  ans  20000  fr. ,  les  intérêts  se  capitalisant  tous  les 
6  mois? 

1158.  A  quel  taux  faut-il  placer  un  capital  à  intérêts  composés  pour 
qu'il  soit  quadruplé  après  31  ans? 

1159.  Combien  faut-il  de  temps  à  une  3omme  placée  à  intérêts  com- 
posés et  à  3,5  p.  %  Pour  être  doublée ,  triplée ,  quadruplée ,  quintu- 
plée ? 
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1160.  En  général,  quel  temps  faut-il  à  une  somme  a  placée  à  intérêts 
composés  et  à  t  p.  %  pour  devenir  m  fois  plus  forte? 

1161.  On  place  15000  fr.  à  intérêts  composés  et  à  4  l/t  p.  o/0  pen- 
dant 20  ans;  on  demande  pendant  combien  d'années  il  aurait  fallu 
placer  la  même  somme  à  intérêts  simples  et  à  5  p.  %  pour  qu'elle 
subît  la  même  augmentation  que  dans  le  premier  cas. 

1162.  La  somme  de  8000  fr.  a  été  placée  à  intérêts  composés  à  5  p.  °/0 
pendant  12  ans  :  quelle  somme  aura-t-il  fallu  placer  à  intérêts  simples 
et  à  5,5  p.  %  pour  retirer  le  même  intérêt  et  dans  le  même  temps? 

1163.  Une  somme  de  400000  fr.  a  été  placée  à  intérêts  composés  :  si 
on  l'eût  laissée  un  an  de  moins,  le  capital  définitif  eût  été  inférieur 
de  22050  fr.;  si,  au  contraire,  on  l'eût  laissée  un  an  de  plus,  le  ca- 
pital définitif  aurait  été  augmenté  de  23152  fr.  50  :  trouver  le  taux  de 
l'intérêt  et  la  durée  du  placement. 

^  1164.  Un  particulier  qui  a  deux  sommes  à  placer,  l'une  de  6000  fr. 
et  l'autre  de  5000,  calcule  que  s'il  place  la  plus  forte  au  taux  le  plus 
élevé,  et  la  plus  faible  au  taux  le  plus  bas,  il  retire  après  4  ans 
13141  fr.  30;  tandis  que  s'il  place  la  plus  faible  au  taux  le  plus  haut 
et  la  plus  forte  au  taux  le  plus  bas,  il  retire  seulement  après  4  ans 
13096  fr.  70  :  à  quel  taux  ont  été  placées  ces  deux  sommes? 

1165.  Une  somme  de  50000  fr.  a  été  placée  à  intérêts  composés  :  si 
on  l'eût  laissée  2  ans  de  moins,  le  capital  définitif  aurait  été  inférieur 
de  4412  fr.  93;  si,  au  contraire,  on  l'eût  laissée  2  ans  de  plus,  le  ca- 
pital aurait  été  augmenté  de  4773  fr.  :  trouver  le  taux  de  l'intérêt  et 
la  durée  du  placement.    ._    p^t-^ •-.  Y^ 

1166.  A  quelle  époque  aurait- il  fallu  placer  un  sou  à  intérêts  com- 
posés, pour  qu'en  1881  il  vaille  la  dette  de  la  France,  qui  est  d'environ 
33  milliards;  le  taux  étant  5  p.  %.iUv-'.M  . 

1167.  Une  ville  emprunte  1 800000  fr.  à  4  p.  %  et  veut  amortir  cette 
dette  en  30  ans:  quelle  annuité  doit-elle  y  consacrer? 

1168.  Une  personne,  qui  a  une  annuité  de  2500  fr.  à  débourser  pen- 
dant 6  ans,  désire  s'acquitter  en  un  seul  payement:  quelle  somme 

$"  doit- elle  verser,  le  taux  étant  de  4  fr.  5  p.  °/0? 
yAv  -V      1169.  Une  société  peut  consacrer  chaque  année  pendant  40  ans  une 
"  annuité  de  50000  fr.  à  éteindre  un  emprunt  qu'elle  désire  contracter  r 
quelle  somme  pourra-t-elle  emprunter  si  le  taux  est  de  5  p.  %. 

1170.  Une  commune  qui  a  emprunté  100000  fr.  à  4  p.  %  consacre 
annuellement!  3679  fr.  25  à  éteindre  cette  dette  :  dans  combien  de 
temps  8era-t-elle  libérée? 

1171.  Un  particulier  emprunte  une  somme  de  10000  fr.  et  acquitte 
sa  dette  en  deux  annuités  de  5276  fr.  :  on  demande  à  quel  taux  s'est 
fait  l'emprunt. 

1172.  Un  ouvrier  place  tous  les  ans  une  somme  de  300  fr.  à  intérêts 
composés  et  à  3  p.  %  :  que  lui  reviendra -t- il  un  an  après  le  25*  place- 
ment? 
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1173.  Un  négociant  âgé  de  35  ans  désire  avoir  à  50  ans  un  capital 
de  40000  fr.  :  quelle  somme  devra -t- il  placer  chaque  année  au  taux 
de  4  p.  %  pour  réaliser  ses  espérances? 

1174.  Un  ouvrier  demande  quelle  somme  il  doit  placer  à  partir  de 
sa  21e  année  jusqu'à  la  60e  à  3,5  p.  %  et  à  intérêts  composés,  pour 
avoir  à  60  ans  un  capital  de  30000  fr. 

1175.  Un  fumeur,  depuis  sa  seizième  année,  dépense  en  moyenne 
0  fr.  20  par  jour  :  on  demande  quelle  somme  il  retirerait  à  l'âge  de 
60  ans  s'il  avait  placé  à  la  fin  de  chaque  année  à  5  p.  %  les  7^  fr.  que 
lui  coûtent  cette  habitude. 

1176.  Un  État  voit  sa  population  s'accroître  chaque  année  du  80*  de 
ce  qu'elle  l'était  l'année  précédente  :  dans  combien  de  temps  sa  popu- 
lation sera-t-elle  doublée,  triplée?    y^u^^^» 

1177.  Une  ville  de  8000  habitants  a  vu  sa  population  diminuer  de 
160  habitants  dans  une  année;  si  la  diminution  se  fait  à  l'avenir  dans 
la  même  proportion,  dans  combien  d'années  n'aura-t-elle  plus  que 
5000  habitants? 

1178.  Un  département  qui  avait  600000  habitants  il  y  a  16  ans  n'en 
a  plus  aujourd'hui  que  570000:  quelle  a  été  la  diminution  annuelle 
comparée  à  la  population?     J*-^, 

1179.  L'augmentation  éprouvée  en  1863  par  une  ville  de  54000  ha- 
bitants est  telle  qu'on  en  conclut  que  cette  population  sera  doublée 
en  1899  :  quelle  était  sa  population  en  1872? 

1180.  Au  sortir  de  l'arche,  la  famille  de  Noé  se  composait  de  8  per- 
sonnes. En  supposant  que  l'accroissement  de  la  population  soit  en 
moyenne  de  7î22  par  an,  et  qu'il  s'est  écoulé  4200  ans  environ  depuis 
cet  événement,  quelle  doit  être  la  population  actuelle  du  globe? 

1181.  Un  négociant  qui  a  commencé  le  commerce  avec  16000  fr.  a 
vu  sa  fortune  s'accroître  chaque  année  de  '/il  :  quelle  est  actuelle- 
ment sa  fortune,  s'il  y  a  18  ans  qu'il  fait  du  commerce? 

1182.  Établir  la  formule  de  l'amortissement  en  décomposant  l'an- 
nuité servie  en  deux  parties,  l'une  employée  à  payer  les  intérêts  du 
capital,  l'autre  à  éteindre  le  capital. 

1183.  On  place  au  commencement  de  chaque  année  pendant  n  an- 
nées consécutives  une  même  somme  a;  on  demande  quel  capital  on 
aura  obtenu  ainsi  au  bout  de  la  n«  année,  en  supposant  que  tous  les 
capitaux  soient  placés  à  intérêts  composés  au  taux  de  r  pour  1  fr. 

Application:  a  =1000,  r  =  0,05,  n  =  25. 

1184.  On  place  au  commencement  de  la  première  année  une  somme  a; 
puis  au  commencement  de  la  deuxième  année  la  somme  (a +  6);  au 
commencement  de  la  troisième  année  la  somme  (a +  26),  et  ainsi  de 
suite,  en  augmentant  chaque  année  la  somme  d'une  même  quantité  6. 
On  demande  quel  capital  on  aura  ainsi  constitué  au  bout  de  la  n«  an- 
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née,   en   supposant  que  tous  les  capitaux  soient  placés  à   intérêts 
composés,  au  taux  de  r  pour  1  franc. 
Application:  a  =  1000,  6  =  50,  r  =  0,0o,  n  =  21. 

1185.  On  place  au  commencement  de  la  première  année  la  somme  a; 
puis  au  commencement  de  la  deuxième  année  la  somme  aq  ;  au  com- 
mencement de  la  troisième  année  la  somme  aq1,  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  que  les  diverses  sommes  ainsi  placées  soient  les  termes  d'une 
progression  géométrique.  On  demande  quel  capital  on  aura  ainsi 
constitué  au  bout  de  la  n«  année,  en  supposant  que  tous  les  capitaux 
soient  placés  à  intérêts  composés,  au  taux  de  r  pour  1  franc. 

Application:  a  =  1000,  ?  =  1,25,  r  =  0,05,  n  =  20. 

Exercices  sur  l'Appendice. 

Écrire  immédiatement  le  développement  des  binômes  suivants  : 

1186.  (a  +  6)«. 

1187.  (a  — 6)7. 

1188.  (a-î)*. 

1189.  (x  +  1)». 

1190.  (2a  +  46J». 

1191.  (4a  — 1)«. 

1192.  Trouver  le  terme  du  milieu  du  développement  de  (a  +  b)li. 

1193.  Trouver  le  développement  de  (a-\-b)m  +  (a  —  6)". 

1194.  Trouver  le  nombre  de  boulets  que  contient  une  pile  triangu- 
laire complète  ayant  150  boulets  de  côté. 

1195.  Trouver  le  nombre  des  boulets  que  contient  une  pile  triangu- 
laire tronquée  renfermant  50  trancbes,  sachant  qu'à  sa  base  elle  a 
100  boulets  de  côté. 

1196.  Calculer  le  nombre  de  boulets  que  contient  une  pile  carrée 
complète  ayant  100  boulets  de  côté. 

1197.  Calculer  le  nombre  de  boulets  que  contient  une  pile  carrée 
tronquée  renfermant  40  tranches,  sachant  qu'à  sa  base  elle  a  70  bou- 
lets de  côté. 

1198.  Trouver  le  nombre  de  boulets  que  contient:  1°  une  pile  rec- 
tangulaire complète  ayant  à  sa  base  100  boulets  de  côté  sur  30; 
2°  une  pile  rectangulaire  tronquée  renfermant  35  tranches,  sachant 
que  sa  base  a  60  boulets  sur  40. 

1199.  Quelle  est  la  base  d'un  système  de  logarithmes,  dans  lequel  6 
est  le  logarithme  de  64? 

1200.  Quelle  est  la  base  d'un  système  dans  lequel  un  nombre  donné  b 
est  égal  à  son  logarithme? 
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2e     SÉRIE 
QUESTIONS  PROPOSÉES  A  DIVERS  EXAMENS 


I.  —  Calcul  algébrique  et  Équations  du  1er  degré. 

1201.  Effectuer  la  division  suivante  :  ^  J_*  •  (Sorbonne,  20  dé- 
cembre 1855  ;  11  juillet  1860.) 

1202.  Démontrer  que  si  trois  nombres  entiers  sont  en  progression 
arithmétique  de  raison  r,  et  si  l'un  d'eux  est  multiple  de  r,  le  produit 
de  ces  trois  nombres  est  divisible  par  6r3.  (Sorbonne,  22  juillet  1886.) 

1203.  Si  x,  y  et  z  désignent  trois  nombres  entiers  et  si  le  nombre 
entier  x2  +  2y2z  est  le  carré  d'un  nombre  entier,  démontrer  que  le 
nombre  entier  x2  +  y2«  est  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres 
entiers.  (Bacc. ,  Besançon,  23  juillet  1886.) 

1204.  Décomposer  en  facteurs  du  premier  degré  l'expression  2a262  + 
2a2c2  +  262c2  —  a*  —  6*  —  c*.  (Sorbonne,  21  juillet  1886.) 

1205.  Décomposer  en  deux  facteurs  du  premier  degré  l'expression  : 
(02 _462)  œ2  +  2  (a3  +  2b3)x  +  a*  —  6*.  (Bacc,  Nancy,  28  avril  1884.) 

1206.  Comment  doit -on  choisir  le  coefficient  numérique  m  pour 
que  la  division  de  x3  +  y3  +  z3  +  mxyz  par  x  +  y  +  z  puisse  s'effec- 
2uer?  Donner  le  quotient  de  cette  division.  (Bacc,  Nancy,  juillet  1878; 
Toulouse,  1880.) 

1207.  On  demande  de  diviser  x4  + 1  par  x2  +  px  +  q  où  p  et  q  sont 
des  nombres  donnés.  Quelles  valeurs  faut- il  attribuer  à  p  et  à  q  pour 
que  la  division  se  fasse  sans  reste?  (Bacc,  Clermont,  27 juillet  1877, 
Saint -Cyr,  oral,  1878.) 

1208.  Étant  donné  x*  +  px2  +  q,  déterminer  p  et  q  de  telle  manière 
que  le  polynôme  soit  divisible  par  x2  —  5x  +  6.  (Paris,  Bacc  sp., 
examen  oral,  1887.) 

1209.  Quelle  quantité  faut -il  retrancher  aux  deux  termes  d'une 
fraction  -r-  pour  qu'elle  devienne  égale  à  son  carré  ou  à  son  cube? 
(Caen,  dipl.  de  l'Ens.  sp.,  1879.) 
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1210.  Simplifier  la  fraction  :  ab,  \x\  +  »,'{  +  ^  \a\  +  g}  .  (Bacc, 

v  ab  (x2 —  y2)  +  xy  {a2 —  b2)      x  'il 

Besançon,  7  novembre  1887.) 

1211.  Simplifier  l'expression  : 

a3 63 c*  . 

[a  —  b]  (a  — c)  +  (b  —  e)  (b  —  a)  T  (c  —  â)~(c^"6~) 
(Bacc,  Montpellier,  20  juillet  1882;  Nancy,  10  novembre  1887.) 

1212.  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  quei 

la  fraction  ax      ,,■  conserve  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  valeur! 
ax  +  b 

de  x?  (Paris,  Bacc,  1879.) 

1213.  Trouver    les    conditions    nécessaires    pour    que   la  fraction! 

_?;r"  Jlff0  "^  c,-  soit  indépendante  delà  variable  x.   (Bacc,    LyonJ 
a'x2  +  bx  +  c 

4  août  1882.) 

1214.  Mettre  la  fraction  3,  2  _  7        2  sous  la  forme  d'une  sommdj 

de  deux  fractions — '- 1 r  ,  c'est-à-dire  déterminer  A,  B,  a,  b}[ 

x  —  a       x  —  o  I 

de  manière  que  cette  somme  soit  identiquement  égale  à  la  fractioit 
proposée.  (Bacc,  Lyon,  novembre  1875.) 

x3  —  1  I 

1215.  Quelle  est  la  valeur  de  l'expression  :  — â  ^ lorsqu'on 

fait  tendre  x  vers  l'unité?  (Bacc,  Nancy,  5  novembre  1879.) 


1216.  Vers  quelle  limite  tend  l'expression  </  x2  +  x  +  1  — ax  dani 
laquelle  a  est  un  nombre  quelconque,  lorsque  x  augmente  indéfini-l 
ment?  (Bacc,  Besançon,  12  avril  1886.) 

1217.  Transformer  l'expression  \J  x2+x+\— y/  2x3  +  x2  +  'Lx  en  un] 
autre  qui  ne  contienne  que  des  radicaux  simples.  (Bacc,  Besançonl 
22  juillet  1885.) 

1218.  Bésoudre  le  système  d'équations  : 

x + y + z=l 
ax  +  by  -f-  cz  =  h 
a2x  -f  b2y  +  c2z  =  h2 

faire  voir  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  valeur  de  chai 
cune  des  inconnues  peuvent  être  décomposés  en  facteurs  du  premiea 
degré.  (Sorbonne,  18  novembre  1881.) 

1219.  Résoudre'  le  système  suivant  : 

x  —  ay  +  a2i  =  a» 
x  —  by  +  b2s  =  b3 
x  —  ey  +  c2z  =  c* 

(Sorbonne,  19  novembre  18851 
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1220.  Résoudre  le  système  d'équations  : 

a3x  +  a^y  -\-  az  —  1  =  0 
b3x  +  b*y  +  bz  —  1  =  0 
c3x  +  c2y  -\-  cz  — 1  =  0 

(Bacc,  Dijon,  29  octobre  1883.) 

1221.  On  donne  le  système  : 

ax  —  by  =  4 

3a;  +  5y  =  1 
et  l'on  demande  les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  aux  coefficients  o 
et  b   pour  que  ce   système   soit   indéterminé.    (Bacc,    Dijon,   no- 
vembre 1869.) 

1222.  On  donne  le  système  de  deux  équations  du  premier  degré 
entre  les  inconnues  x  et  y  : 

a.x  —  6y  =  5a  —  3 

2x  +  (a— 7)y=— 7a  +  29 
et  l'on  demande  les  valeurs  qu'il  faut  donner  à  l'indéterminée  a  pour 
que  :  1°  les  équations  proposées  soient  incompatibles;  2°  les  équations 
composent  un  système   indéterminé  ;    3*  la   résolution   du   système 
donne  x=y.  (Bacc,  Dijon,  20  juillet  1888.) 

1223.  A  quelles  conditions  les  trois  équations  : 

ax  +  by  -\-  cz  =  0 

a'x+b'y  +  c'z  =  0 

a'x  +  b"y  +  c"z  =  0 
sont-elles  satisfaites  autrement  que  par  x  =  0,  y  =  0,  s  =  0.  (Sor- 
bonne,  22  novembre  1881.) 

1224.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  quantités  l,  m,  n 
pour  vérifier  les  trois  équations  à  deux  inconnues  : 

x  —  ly  —  n  =  0 
y  —  Ix  —  m=  0 
nx  +  my  —  1  =  0 

(Sorbonne,  21  juillet  1879.) 

1225.  Si  a,  6,  y  sont  trois  nombres  distincts  satisfaisants  aux  rela- 
tions : 

a3  +  pot.  +  q  =  0 
33  _|_  pg  _j_  q  —  0 

Y3  +  PT  +  1  —  0 
prouver  que  l'on   doit  avoir  a  +  p  +  Y  =  0.  (Bacc,  Rennes,  juil- 
let 1878.) 

1226.  On  donne  deux  nombres  x  et  y,  on  en  calcule  deux  autres  x' 
et  y'  par  les  formules  x'  =  ax  -+-  by  +  c,  y'  =  a'x  +  b'y  +  c'.  On  em- 
ploie ces  deux  derniers  pour  en  calculer  deux  autres  x"  et  y"  à  l'aide 
des  mêmes  formules,  et  l'on  demande  de  déterminer  a',  b'  et  d  de 
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manière  que,  quels  que  soient  les  nombres  primitifs  a;  et  y,  le  résultat 
de  l'opération  soit  de  les  repioduire;  ou  qu'en  d'autres  termes  ol  ait 
toujours:  x"  =  x,  y"  =  y.  (Bacc,  Rennes,  16  avril  1885.) 

1227.  Deux  points  A  et  B  sont  distants  l'un  de  l'autre  de  d  km.  La 
tonne  de  charbon,  prise  en  A,  coûte  a  fr. ;  la  tonne  de  charbon  prise 
en  B  coûte  b  fr.  Le  transport  de  la  tonne  coûte  c  fr.  par  km.  Trouver 
entre  A  et  B  le  point  où  la  tonne  de  charbon  coûte  le  même  prix, 
qu'elle  vienne  de  A  ou  de  B ,  et  vérifier  que  ces  prix  sont  égaux. 

Application  :  a  =  37  fr.  25,  6  =  46  fr.  75,  c  =  0,018.  (Bordeaux, 
bacc,  1878.) 

1228.  Une  personne  possède  un  capital  G  divisé  en  deux  parties  a 
et  b.  La  partie  a  placée  pendant  m  années  au  taux  t  a  produit  des  in- 
térêts simples  égaux  à  ceux  que  l'autre  partie  b  a  produits  en  n  années 
au  taux  t'.  D'autre  part,  a  placée  pendant  un  an  au  taux  t'  produit  une 
somme  P,  et  b  placée  durant  un  an  au  taux  i  produit  une  somme  Q. 
Connaissant  C,  P,  Q,  m,  n,  trouver  a,  b,  t,  f.  (Concours  d'admis- 
sion à  l'École  des  mines  de  Saint -Etienne,  1872.) 


II.  —  Équations  du  2e  degré.  Propriétés  des  racines. 


1229.  Le  nombre  190  est  écrit  dans  le  système  décimal.  Il  est  repré- 
senté par  276  dans  un  système  dont  la  base  est  inconnue.  Quelle  est 
cette  base?  (Bacc,  Poitiers.) 

111  1 

1230.  Résoudre  l'équation  : h  tH == — m •  (Sorbonne, 

n  a       b       x       a  +  o  +  x 

bacc.  sp.,  1"  avril  1887.) 

1231.  Les  deux  racines  d'une  équation  du  second  degré  ont  pour 

n 1  .  Calculer  ces  deux  racines. 

(Bacc,  Nantes,  10  août  1882.) 

1232.  Pour  quelle  valeur  de  a  l'équation  : 

X*  -  2  (a  —  5)  x  +  a*  -  1  =  0 
a-t-elle  ses  racines  réelles?  Indiquer  pour  chacune  de  ces  valeurs  les 
signes  des  racines.  (Bacc,  Nancy,  24  juillet  1884.) 
x \        2x  A-  \ 

1233.  Résoudre  l'équation  Z^_.  -\ z^T  —  m>  et  trouver  entre! 

quelles  limites  m   doit  varier  pour   que   l'équation   ait  ses  racines 
réelles.  (Bacc,  Poitiers,  28  novembre  1887.) 

111 

1234.  Résoudre  l'équation 1 r-{ r=0'  et  démon- 

trer  qu'elle  a  toujours  ses  racines  réelles,  a,  b,  c  étant  des  nombres! 
quelconques.  (Bacc,  Caen,  août  1881.) 
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1235.  Démontrer  que  l'équation 1- 1  =  0  a  toujours 

ses  racines  réelles,  quelles  que  soient  les  constantes  a,  b,  p,  q. 
(Sorbonne,  7  juillet  1885.) 

1236.  Résoudre  l'équation  —  =  -?LZ —  et   déterminer  les  limites 

^  x        x  —  a 

entres  lesquelles  a  doit  rester  compris  pour  que  les  racines  soient 
réelles.  ( Saint- Cyr,  oral,  1879.) 

1237.  Résoudre  ax2  —  x  +  a  =  0.  Expliquer  l'opération  et  discuter 
le  résultat.  Examiner  le  cas  particulier  de  a  =  — ^  ,    .  .  (Caen,  dipl. 

de  l'Ens.  sp.  1879.) 

111 

1238.  Résoudre  l'équation 1 =-= dans  laquelle 

^  x  —  ax  —  b       x  —  c 

les  quantités  a,  b ,  e  sont  réelles  et  positives.  Condition  pour  que  les 
racines  soient  aussi  réelles  et  positives.  (Brevet  scientifique,  Dijon, 
août  1875.) 

1239.  Étant  donnée  l'équation  : 

( m  —  5)  x*  —  kmx  +  (m  —  2)  =  0 
on  demande  pour  quelles  valeurs  de  m  l'équation  aura  :  1°  ses  racines 
réelles;  2°  ses  deux  racines  de  signes  contraires.  (Lille,  Bacc.  sp., 
avril  1887.) 

1240.  Trouver  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  racines  de 
l'équation  du  second  degré.  (Sorbonne,  3  novembre  1879;  Grenoble, 
21  juillet  1880.) 

1241.  On  donne  l'équation  du  second  degré  ax*  +  bx  +  c  =  0  et  l'on 
demande  de  déterminer  les  coefficients  a,  b,  c  de  telle  façon  que  : 
1»  la  somme  des  carrés  des  racines  soit  égale  à  un  nombre  donné  m*; 
2»  la  somme  des  rapports  de  ces  racines  et  du  rapport  inverse  soit 
égale  à  un  nombre  donné  k.  Quel  doit  être  ce  nombre  k  pour  que  le 
problème  soit  possible,  et  combien  y  a-t-il  dans  ce  cas  de  solutions? 
Examiner  si  la  condition  trouvée  est  suffisante  pour  que  les  racines 
de  l'équation  soient  réelles. 

Application:  m2  =  14,  k  =  14.  (École  normale  de  Cluny,  concours 
de  1887.) 

1242.  Étant  donnée  l'équation  a:*  +  (2m  —  1  )  x  +  3m*  +  5  =  0  • 
1°  déterminer  entre  quelles  limites  doit  être  compris  m  pour  que  les 
racines  soient  réelles  ;  2°  examiner  si  le  nombre  1  peut  être  compris 
entre  les  racines  de  cette  équation;  3°  calculer,  en  fonction  de  m 

Vçxpression  — jj^--\ ^-.  (Grenoble,  Bacc.  sp.,  novembre  1886.) 

1243.  Un  mobile  est  lancé  dans  le  vide  verticalement  de  bas  en  haut 
avec  une  vitesse  initiale  v0;  jusqu'à  quelle  hauteur  s'élèvera -t- il  et  en 
combien  de  temps?  Quel  temps  mettra-t-il  pour  s'élever  à  une  hau- 
teur donnée  hf  (Bacc.  sp.,  Lille,  novembre  1887.) 
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1244.  Résoudre  l'équation  — 2  _    t  -j — a  _  ,  2  =4  et  faire  voir  qui 

les  racines  sont  toujours  réelles  quelles  que  soient  les  valeurs  q\i\ 
l'on  donne  à  a  et  à  6.  ( Saint- Cyr,  oral,  1879.) 

1245.  Dans  l'équation  bicarrée  x*  —  {3m  +  4)x*  +  (m  +  1  )2— 0 
déterminer  m  par  la  condition  que  les  quatre  racines  soient  en  pro 
gression  arithmétique.  (Bacc,  Caen,  1881.) 

1246.  Déterminer  k  dans  l'équation  5x2  — 4x-f  fc  =  0,  de  façon  qu 
le  premier  membre  soit  :  1°  la  somme  de  deux  carrés;  2°  la  différenc 
de  deux  carrés.  (Bacc,  Clermont,  1879.) 

1247.  Étant  donné  le  polynôme  ax2  +  bx  +  c,  déterminer  la  quan- 
tité m  par  la  condition  que  le  polynôme  ax2  +  bx  +  c  -f  m  (x2  +  1)  soi 
un  carré  parfait.  Démontrer  que  l'équation  à  laquelle  on  est  condui 
pour  m  a  toujours  ses  racines  réelles.  (Sorbonne,  16  juillet  1887.) 

1248.  Trouver  la  condition  pour  que  (a  +  bx)2  +  (a'  +  6'x)1  soit  1 
carré  parfait  d'une  expression  du  premier  degré  en  x.  Montrer  que  sj 
(a  +  bx)2  +  (a'  +  6'x)2  et  (a  +  ex}2  +  (a  +  ex)2  sont  ainsi  des  carré 
parfaits,  il  en  est  de  même  de  (6  +  exi2  +  {b'  +  c'x)2.  (Bacc,  Bonnes 
23  avril  1884.) 

1249.  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont  les  cubes  dif- 
fèrent de  n.  Dans  quel  cas  le  problème  est -il  possible?  (  Saint- Cyi 
oral.) 

1250.  En  appelant  a,  p,  y  trois  quantités  données,  et  ce',  x"  les  deu 
racines  de  l'équation  x2  +  px  +  q  =  0,  trouver  les  conditions  aux 
quelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  p  et  q  pour  que  l'on  ait 
ax'2  +  M  +  y  =  ax"2  +  &x'  +  y.  (Bacc,  Dijon,  21  juillet  1880.) 

1251.  Déterminer  c  pour  que  les  racines  du  trinôme  ax1  -f  bx  + 
vérifient  la  relation  ax'  +  bx1'  +  c  =  0.  (Écoles  des  mines  de  Saint 
Etienne,  oral.) 

1252.  Former  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  x? 
x"  satisfassent  aux  relations  : 

x'x"  +  x'  +  x"  — a  =  0,  x'xT  —a[x'  +  x")  +  1=0. 
Quelle  valeur  faut-il  donner  à  a  pour  que  les  racines  soient  :  l"  réelles 
2°  positives.  (Sorbonne,  9  juillet  1880.) 

1253.  En  appelant  x'  et  x"  les  racines  de  l'équation  x2  +  px  +  q=t 
on  demande  de  former  l'équation  bicarrée  qui  a  pour  racines  le 
quatre  quantités  x',  x",  —  x',—x".  (Bacc,  Dijon,  novembre  1884j 

1254.  Étant  donnée  l'équation  x3  -f-  ax2  +  bx  —  30  =  0,  détermine 
les  valeurs  de  a  et  de  6  de  façon  que  2  et  3  soient  racines  de  cett) 
équation;  calculer  la  troisième  racine.  (Bacc,  Lyon,  1879.) 

1255.  On  donne  l'équation  x2  -+-  px  +  q  =  0  et  l'on  demande  : 
1°  Quelles  valeurs  il  faut  donner  à  p  et  à  q  pour  que  les  racine! 

soient  précisément  p  et  g.  (Bacc,  Caen.) 
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2°  Former  l'équation  du  second  degré  qui  admet  pour  racines  les 
carrés  des  racines  de  l'équation  donnée.  (Sorbonne,  3  juillet  1879.) 

3°  Ayant  attribué  à  p  une  valeur  déterminée,  quelle  valeur  faut -il 
donner  à  q  pour  qu'une  des  racines  soit  double  de  l'autre?  (Bacc, 
Dijon ,  24  juillet  1876.) 

4°  Lorsque  p  =  —  2,  quelle  valeur  faut-il  donner  à  q  pour  que  l'une  des 
racines  soit  égale  au  carré  de  l'autre?  (Bacc,  Rennes,  novembre  1878.) 

1256.  On  a  l'équation  (2m  —  1)  x2  +  2  (1  —  m)  x  +  3m  =  0,  déter- 
miner m:  1°  de  façon  que  l'équation  ait  — 1  pour  racine;  2°  de  telle 
sorte  que  la  somme  des  carrés  des  racines  égale  4.  (Bacc,  Clermont, 
25  octobre  1886.) 

1257.  Dans  l'équation  2jc2  —  (2m  +  1)  x  +  m2  —  9m  +  39  =  0,  quelle 
valeur  faut- il  donner  à  m  pour  que  l'équation  ait  une  racine  double 
de  l'autre?  Résoudre  l'équation  par  la  valeur  obtenue.  (Paris,  certi- 
ficat d'études  de  l'Ens.  sp.,  1883.) 

1258.  On  demande  de  déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre  p 
et  q  pour  que  l'une  des  racines  de  l'équation  ce2  +  px  +  q  =  0  soit 
n  fois  plus  grande  que  l'autre.  On  appliquera  au  cas  où  n  =  4,  en  ne 
prenant  pour  p  et  g  que  des  valeurs  entières  plus  petites  que  30. 
(Bacc,  Lyon,  24  juillet  1884.) 

1259.  On  donne  les  deux  équations:  as2  —  5as-f-fc  =  0,  as2  —  7x  +  2k=0 
et  l'on  demande  de  déterminer  k  de  telle  sorte  que  l'une  des  deux 
racines  de  la  seconde  soit  double  de  l'une  de  celles  de  la  première. 
(Bacc,  Dijon,  26  juillet  1883.) 

1260.  Trouver  la  relation  qui  lie  les  racines  de  l'équation 

x2  —  2x  /p2  —  2q  -f-  p2  —  2<7  =  0  à  celles  de  x2  +  px  +  q  =  0. 
Si  l'on  construit  un  rectangle  ayant  pour  dimensions  les  racines  de  la 
seconde,  quelles  sont  les  lignes  que  représentent  les  racines  de  la 
première?  (Bacc,  Rennes,  juillet  1878.) 

1261.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de 
deux  équations  du  second  degré  pour  qu'elles  aient  une  racine  com- 
mune. (École  forestière,  concours  de  1877.) 

1262.  On  donne  les  deux  équations:  sc2  +  aa;-l-l:=0,  x2  +  x  +  a  =  0. 
Déterminer  a  de  manière  que  les  deux  équations  admettent  une  racine 
commune.  (Sorbonne,  26  avril  1880.) 

1263.  Trouver  dans  tous  les  cas  possibles  entre  quelles  limites  doit 
varier  m  pour  que  l'équation  ax2  +  bx  +  c  •+-  m  (a'x2  +  b'x  -f-  c')  =0  (1) 
ait  ses  racines  réelles. 

2»  Condition  pour  que  les  deux  équations  :  ax2  -f-  bx  +  c  =  0  et 
a'x2  +  b'x  +  c'=0  aient  une  racine  commune; 

3°  Prouver  que  le  trinôme  sous  le  radical,  dans  la  résolution  de 
l'équation  (1),  est  un  carré  parfait  lorsque  les  deux  équations  du  (2)  ont 
une  racine  commune.  (Bacc,  Rennes,  25  octobre  1887.) 
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III.  —  Inégalités. 

1264.  Quelles  conditions  doit  remplir  le  nomLre  n  pour  que,  quelli 
que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à  x,  le  trinôme  x2  +  2x  +  n  soi 
supérieur  à  10?  (Bacc,  Nancy,  4  novembre  1884.) 

1265.  Résoudre  l'inégalité 

x[x*  —  7xî  +  12)>0 

(Bacc,  Dijon,  20  juillet  1885.) 

1266.  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  h  doit  être  compris  poui 

3 
que  l'inégalité  x*  +  2hx  +  h  >  -^ 

soit  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x,  positives  ou  néga- 
tives. (Sorbonne,  11  juillet  1883  ;  12  novembre  1884.) 

1267.  Résoudre  l'inégalité 

x2-3x  +  2       n 
x2  +  3x  +  2 !  ^ 

(Bacc,  Dijon,  juillet  1883.) 

1268.  Résoudre  les  inégalités  : 

x2  +  10x  +  16 

X —  1 

(Bacc,  Montpellier,  6  novembre  1884.) 

*  8-x^r>4 

(Bacc,  Toulouse,  3  novembre  1887.) 

1269.  Trouver  les  valeurs  de  la  variable  x  pour  lesquelles  seront 
vérifiées  les  inégalités  : 


.  (x-l)(x-2) 

(x-3)(x  —  4)  -^ 

(Bacc  sp.,  Besançon,  avril  1887.) 
2x»-6x  +  3 
x2  — ox-j-4  ^ 

(Bacc,  Besançon,  22  juillet  1886.) 
1270.  Chercher  les  valeurs  de  x  qui  salUfont  à  l'inégalité 
x  2a  8a* 


x  —  a        x  +  a       x-  —  a2 

(Certificat  d'aptitude  au  professorat  des  Écoles  normales,  1887.) 

1271.  Trouver  entre  quelles  limites  x  doit  être  compris  pour  que 

l'expression  2 — - — -- .  -  iive.  ,'Bacc,  Dijon  17  avril  1885.) 

X  \JC    ~™~  O.JC  -y—  %jf 
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1272.  On  propose  de  démontrer  que  si  a,  b,  c  représentent  les  trois 
côtés  d'un  triangle,  le  trinôme  du  second  degré  6*x*-|-  (fcs+c2 — a2)  x+cl 
est  toujours  positif,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  la  variable  x.  — 
Quelle  est  la  relation  qui  existerait  entre  a,  b  et  c  dans  le  cas  très 
particulier  et  limité  où  ce  trinôme  serait  un  carré  parfait?  (Bacc, 
Lyon,  24  avril  1888.) 

1273.  Quelle  valeur  faut- il  donner  à  y  dans  l'équation 

x2  —  3xy  +  y»  +  2x  —  9y  +  1  =0 
pour  que  cette  équation  résolue  par  rapport  à  x  ait  ses  deux  racines 
égales?  —  Entre  quelles  limites  doit  varier  y  pour  que  les  valeurs 
de  x  soient  réelles?  (Bacc,  Lille,  1879.) 

1274.  Trouver  les  limites  des  valeurs  réelles  de  x  et  de  y  qui 
peuvent  vérifier  l'équation 

x2  +  12xy  +  4y»  +  4x  +  8y  +  20  =  0 

(Sorbonne,  7  décembre  1885.) 

1275.  Étant  donnée  l'équation 

5x*  —  12xy  +  4y*  +  54x  —  4y  — 139  =  0 
on  demande  les  limites  entre  lesquelles  on  peut  faire  varier  x  pour 
que  les  valeurs  de  y  soient  réelles,  et  entre  quelles  limites  on  peut 
faire  varier   y   pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles.  (Brevet, 
Ens.  sp.,  1877.) 

1276.  Quelle  valeur  faut-il  donner  à  m  pour  que  le  trinôme 

mx2  +  (m  —  l)x-)-m  —  1 
reste  négatif  quel  que  soit  x*  (Sorbonne,  28  avril  1888.) 

f277.  Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  la  constante  m  pour  que  les 
trinômes  suivants  restent  positifs  pour  toutes  les  valeurs  de  x? 
1°  (m  —  2)x»  +  2(2m  —  3)x  +  5m  —  6 

(Sorbonne,  16  juillet  1886.) 
2°  (4  —  m)xi  —  3x  +  4  +  m 

(Sorbonne,  10  novembre  1885.) 

1278.  La  quantité  h  étant  donnée,  quelle  valeur  faut-il  attribuer  à  k 
pour  que  l'inégalité 

(h  +  l)xt  +  hx  +  h       . 
x2  +  x  + 1  >  K 

ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  x*  (Sor- 
bonne, 18  juillet  1885.) 

1279.  L'expression    ■  „  4"\ — ,_,      peut -elle  prendre  toutes  les 

valeurs  possibles  quand  x  varie  de  — oC  à  4-cC?  Pour  combien 
de  valeurs  de  x  prend -elle  les  valeurs  qu'elle  est  susceptible  d'ac- 
quérir? (Bacc,  Besançon,  27  juillet  1886.) 

x*  4-  4x* 2 

1280.  L'expression    4      . peut -elle  prendre  toutes  les 

valeurs  possibles  quand  x  varie?  Parmi  les  valeurs  que  prend  cette 
expression,  distinguer  celles  que  l'on  obtient  pour  deux  ou  quatre 
valeurs  réelles  de  x.  (Bacc,  Besançon,  24  juillet  1884.) 
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IV.  —  Équations  réductibles  au  2e  degré. 
Systèmes  d'équations. 

1281.  Résoudre  l'équation 


x  +  /x2  —  a*  _  a? 
x—  \/xl  —  a2  ~~  a 

(Bacc,  Lyon,  4  août  1886.) 


1282.  Résoudre  /?TT  +  /x  +  6  =  5 

(Sorbonne,  27  juillet  1875.) 

1283.  Résoudre  1 7=  +  </x  +  /l+x==4 

y/1  -fx — /îc 

(Bacc,  Clermont,  1876.) 

1284.  Résoudre        *  A  -\ W  +  — ^-ir  +      *   .  =0 

x  — 1        x  +  2        x  — 2        x  — 1 

(Sorbonne,  8  juillet  1882.) 
»/ s 

1285.  Résoudre  y 72  —  x—  v  10  —  x  =  2 

(Saint-Cyr,  examen  oral.) 


1286.  Résoudre        VA  +  y/x+^A  —  /x=B 

(École  Polytechnique,  oral,  1878.) 

1287.  Résoudre     x*  — 2x3  — 10x*  +  4x +  16  =  0 

(École  centrale,  ex.  oral.) 

1288.  Résoudre      x *  —  6x  +  9  =  4  ^x*  —  6x  +  6 

(Concours  général,  rhétorique,  1876.) 

1289.  Résoudre      2x  —  x2  +  v/6x2  —  12x  +  7  =0 

(Saint-Cyr,  examen  oral.) 

1290.  Résoudre      (x-f  v'x")4  —  (x  +  /x)*  =  159600 

(Saint-Cyr,  examen  oral.) 

1291.  Résoudre    x«+^-^--^i  +  ^-  +  ^-=0 

(École  Forestière,  1882.) 

1292.  Résoudre  l'équation     x  +  \/<*2  —  x*  =  6 ,     dans  laquelle   les 
quantités  a  et  6  sont  supposées  réelles  et  positives.  (Saint-Cyr,  1877.) 

1293.  Résoudre  l'équation     .-_,",    \ /  a  __ .  ,  =  1.  —  Application 

numérique  dans  le  cas  où  a  =  lû.   fc  =  2.   (Bacc,  Lyon,  5  novembre 
1887.) 
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1294.  Résoudre  l'équation  /a  +  x  +  \/b  +  x  =  m.  —  On  trouve 
que  Tinconnue  x  est  donnée  par  une  équation  du  premier  degré.  La 
racine  de  cette  dernière  convient-elle  toujours  à  l'équation  proposée? 
(Bacc,  Dijon,  15  avril  1885.) 

1295.  Résoudre  l'équation  \/mx  +  a  +  \/x  +  b  =  e,  les  lettres  a, 
b,  c  désignant  des  nombres  donnés  dont  le  dernier  est  supérieur  ou 
au  moins  égal  à  l'unité.  Limites  de  c.  ( Saint- Gyr,  1881.) 

1296.  Résoudre  l'équation  <Jx  —  a  -(- y/cc  —  6  =  \/x —  c,  où  x  est 
l'inconnue  et  a,  b,  c  des  quantités  données.  (Bacc,  Dijon,  25  juillet 
1887.) 

1297.  Rendre  rationnelles  les  équations  : 

\Jx  —  a  +  /a;  —  b  +  /ce  —  c  =  0 

sjx  —  a  +  /as  —  b  —  \'x  —  c  =  0 

\/x  —  a  —  /œ  —  6  +  y/x  —  c  =  0 

s/x  —  a  —  /x  —  b  —  \Jx  —  c  =  0 
Elles  conduisent  à  la  même  équation  rationnelle  du  second  degré, 
montrer  que  cette  équation  a  ses  racines  réelles,  et  que  si  l'on  a  les 
inégalités  a>6>c,  l'une  des  racines  est  inférieure  à  c,  l'autre  su- 
périeure à  a;  en  déduire  le  nombre  des  racines  des  quatre  équations 
proposées.  (Bacc,  Dijon,  19  novembre  1883.) 


1298.  Résoudre  l'équation  y/r2  —  ce2  -f  s'irx  —  x2-=m,  m  et  r 
étant  des  quantités  données  et  x  l'inconnue.  (Bacc,  Dijon,  11  no- 
vembre 1887.) 

1299.  Résoudre  les  deux  systèmes  d'équations  : 
ax  -\-by  =  c 
x2  +  y2  =  1  (  Sorbonne,  10  juillet  1875.) 

Îx — y=a 
bx2 — cyi  =  d  (  Sorbonne,  3  novembre  1874.) 

1300.  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  ou  leur  dif- 
férence a  et  la  différence  62  de  leurs  carrés.  —  Application  :  a  =  16, 
62  =  32.  (Sorbonne,  23  juillet  1860.) 

q 

1301.  Trouver  une  fraction  équivalente  à  -^  et  dont  la  somme  des 
carrés  des  termes  soit  306.  (Bacc.  spéc,  Poitiers,  novembre  1886.1 

1302.  Trouver  deux  nombres,  connaissant  :  1°  leur  somme  a  et 
celle  de  leurs  cubes  63  (Sorbonne,  10  décembre  1855;  3  mai  1889); 
2»  leur  différence  a  et  celle  de  leurs  cubes  b3.  (Sorbonne,  13  juillet 
1874.) 

1303.  Résoudre  le  système  d'équations  : 

x  +  y  =  a 
x*  +  y5  =  6       (Bacc,  Dijon,  juillet  1883.) 
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1304.  Résoudre  le  système  d'équations  : 

x  +  y  +  xy  =  5 

x  +  y=  — 

*       xy 

(Bacc.  spéc,  Clermont,  21  octobre  1886.) 
»30o.  Résoudre  le  système  d'équations  : 
xy  =  a2 

i_,_L_i 

x        y        b 

on  fera  l'énoncé  et  la  discussion  en  supposant  que  ce  et  y  sont  les 
côtés  d'un  rectangle.  —  Résoudre  ensuite,  sans  discuter  les  valeurs 
trouvées,  le  système  :  xy  =  a* 

J_      _L      _L 

xi  -r  y2  -  p 

(Bourges,  certificat  de  I'ens.  spéc,  août  1884.) 

1306.  Résoudre  le  système  : 

a(*+y)  +  x*  +  y»=6» 
xy  +  y*  +  xl  =  c* 
(École  des  mines  de  Saint- Etienne,  oral.) 

1307.  Trouver  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  vérifient  les  deux 
équations:  x*  +  y*  =  2a*  +  26*  +  12a6 

xy=a—b 
Cas  particulier  où   a  =  4,    6  =  1.  (Bacc,  Marseille,  20  juillet  1885 
Chambéry,  21  juillet  1885.) 

1308.  Trouver  deux  nombres  tels  que  leur  différence  et  la  somme 
de  leurs  racines  carrées  soient  exprimées  par  le  même  nombre  a. 
(Concours  général,  seconde,  1874.) 

1309.  Résoudre  le  système  d'équations  : 

s         s 
</x—  \fy~=l 
x  —  y  =  217 

(Bacc,  Bordeaux,  18  avril  1885 

1310.  Résoudre  le  système  : 

x  +  y  +  /xy  =  a 
x*+y2  +  xy  =  b 
(École  des  hautes  études  commerciales,  1885.) 

1311.  Résoudre  le  système  suivant  : 


JL -1.1=1 
x  +  y       c 


+ 


a  — y        a  —  b 

(Bacc,  Rennes,  novembre  1878. 
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1312.  Étant  données  deux  quantités  réelles  a  et  b,  on  demande  de 
trouver  deux  autres  quantités  réelles  a;  et  y  telles  qu'on  ait 

(Bacc,  Dijon,  juillet  1882.) 

1313.  Résoudre  le  système  : 

x  +  y  =  mz 

x2  +  y2  =  nzi 

jp3  _|_  y3  —  a3  —  z3 

(Bacc,  Montpellier,  15  juillet  1880.) 

1314.  Trouver  les  valeurs  numériques  de  x,  y  et  z  qui  satisfont 
simultanément  au  système  d'équations  suivant  : 

x2  +  xy  +  y*  =  31 
xi  +  xz  +  z2  =  28 
y2  +  yz  +  z2  =  \9 

(Bacc,  Lyon,  8  novembre  1886.) 
1313.  Résoudre  le  système  : 

x2  +  y2  +  z2  =  14 
xy  +  xz  —  yz  =  l 
x+y+z=6 

(Concours  académique,  Caen,  1872.) 

1316.  Résoudre  le  système  : 

—  3x  +  8y*+   633  =  0 

—  x  —  2y2  +  12z3  =  —  4 

—  2x  +  6y2  —  3*3  =  —  5 

(École  des  hautes  études  commerciales,  1885.) 

1317.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion,  sachant  que  la  somme 
des  moyens  égale  a,  la  somme  des  extrêmes  6,  et  la  somme  des  car- 
rés des  quatre  termes  k2.  (Bacc,  Nancy,  29  juillet  1881.) 

1318.  Trouver  un  nombre  de  trois  chiffres,  sachant  que  le  chiffre 
des  unités  est  égal  au  produit  des  deux  autres;  que  le  chiffre  des 
dizaines  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux  autres;  que  l'inverse 
du  chiffre  des  centaines  est  égal  à  l'inverse  du  chiffre  des  dizaines 
augmenté  de  deux  fois  l'inverse  du  chiffre  des  unités.  (Bacc,  Poi- 
tiers, 1873.) 

1319.  Quelles  valeurs  faut-il  attribuer  k  a,  b,  a',  b'  pour  que  l'on 
ait  identiquement  (ax-\-  b)2  -f-  (a'x  +  b')2  =  x2  +  1 ,  et  pour  que  le 
produit  (ax  +  b)  (a'x  +  b')  soit  égal  à  2  lorsque  x  =  2?  (Bacc, 
Rennes,  13  avril  1886.) 
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V.  —  Maximum  et  minimum. 


1320.  La  comme  de  trois  nombres  en  progression  géométrique  est 
a;  quel  est  le  maximum  et  le  minimum  de  leur  produit?  (Sorbonne,  1 
il  juillet  1881.) 

1321.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  l'expres- 
sion 3x2 —  8x  +  7  quand  on  attribue  à  x  des  valeurs  réelles?  (Bacc, 
Bordeaux,  mars  1881.) 

1322.  Maximum  ou  minimum  de  (x* — 1)*  +  7.  (Saint-Cyr,  oral, 
1878.) 

1323.  Déterminer  a  de  telle  sorte  que  la  somme  des  carrés  des  ra- 
cines de  l'équation  x*  +  (2 —  a)x —  a  —  3  =  0  soit  minimum.  (Sor- 
bonne, 7  juillet  1880.) 

1324.  Quels  doivent  être  les  coefficients  du  trinôme  ax*  +  bx  -f-  c 
pour  qu'il  s'annule  quand  x=8  et  qu'il  ait  pour  minimum  — 12 
quand  x  =  6.   (Sorbonne,  9  novembre  1885.) 

1323.  Déterminer  p  et  q  dans  le  trinôme  x1  +  px  +  q   de  manière 

\ 
que  le  minimum  soit  égal  à  a  et  que  ce  trinôme  prenne  pour  x=-„    la 

valeur   b  +  -r,    a  et  6  désignant  des  nombres  donnés.  (Sorbonne, 
23  juillet  1885.) 

1326.  Quelle  valeur  de  x  rend  minimum  la  somme 

(ax-r-&)2  +  (<z'x  +  &')2 

dans  laquelle   a,  a',  b,  V  désignent  des  nombres  donnés.  Indiquer 
ce  minimum.  (Sorbonne,  10  juillet  1874;  22  juillet  1876.) 

1327.  Trouver  le  maximum  des  expressions  suivantes  et  les  valeur» 
de  x  pour  lesquelles  il  se  produit  : 

!•    x/x  y/1  —  x3  (Bacc,  Lille.) 

2°    x2(a  —  bx),    a  et  b  représentant  des  nombres  positifs. 
(Bacc,  Marseille.) 

1328.  La  somme  x  +  y  étant  constante,  les  sommes  x*  +  y2  et 
x*  +  y3  sont-elles  susceptibles  d'un  maximum  ou  d'un  minimum7 
(Bacc,  Toulouse,  1881.) 

1329.  Entre  quelles  limites  varie  la  fraction 

3x2  — ox  +  5 
2x*  —  3x  +  4 

(Bacc,  Clermont,  9  novembre  1883.); 
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1330.  Maximum  et  minimum  de 

_  ac8  +  2 
x1  —  6œ  +  ll 

(Sorbonne,  23  avril  1880.) 

1331.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  des  fractions  suivantes 
avec  les  valeurs  correspondantes  de  x  : 

19        aS2^2  +  i+5        (Sorbonne,  25  avril  1860.) 


2o 


&C8^+1~1        (  Sorbonne ,  4  mai  1867.) 


3.  2^2  +  ^3        ( Sorbonne ,  30  oct.  1865 ;  4  mai  1866.) 

4'         x2  +  x  +  \  (Sorbonne,  16  juillet  1870.) 

1332.  Même  question  pour  les  fractions  suivantes  : 

10  ^-iOxtïl  {BaC°"  Renn6S'  ^  jUiIl9t  1883° 

2°  -Zx^-kx  +  è~  (Bacc,  Clermont,  8  juillet  1882.) 

3»  -J^ItI    ■  (Bacc,  Grenoble,  5  novembre  1883.) 

4°  a;2  — 10a;  +  21_  (Bacc>)  Marseille,  22  septembre  1884.) 

CC~  —  K)X  -f~  O 
9t>2  -L.  9 

50  ,0     7.0         (Bacc,  Montpellier,  3  novembre  1882.) 

6'        %-TxXl        (Bacc,  Nice,  juillet  1877.) 

1333.  Assigner  la  limite  des  valeurs  positives  que  peut  prendre  la 

4  (  x  4-  2 } 
fonction    - ,   „v.  T — r-^-.     en  examinant  les  différents  cas  suivants: 
4x2  +  Sx  +  9  ' 

1°  ar  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  positives;  2°  x  ne  peut  rece- 
voir que  des  valeurs  négatives;  3°  x  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles.  (École  des  mines  de  Saint -Etienne,  concours  de  1878.) 

1334.  Entre  quelles  limites  varie  la  fraction    ■  /  *Tl',    T  J ,  ?  Ap 

pîication  numérique  :  ^+^  +  ?..  (Bacc,  Clermont,  27  avril  1888; 
Dijon,  juillet  1882.) 

1335.  Chercher  les  valeurs  de  x  qui  rendent  maximum  ou  mini- 
mum l'expression  r  ÔT^Z — •  ^n  distinguera  plusieurs  cas  corres- 
pondant aux  différentes  valeurs  de  c.  (Bacc,  Dijon,  avril  1879.) 

EL.  13 
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1336.  Quelles  sont  les  valeurs  que  peut  prendre  la  fraction 

x9-  —  4 
xi  +  2ax  —  1 

lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  réelles?  Quelles  valeurs  doit 
avoir  a  pour  que  cette  fraction  ait  un  maximum?  (Bacc,  Nancy, 
28  juillet  1886.) 

1337.  Les  deux  nombres  a  et  b  étant  supposés  connus,  trouver  le 

2aa;  4-  h 

maximum  et  le  minimum  de  l'expression  — 2  T.  .  —  Dire,  en  par- 
ticulier, quelles  valeurs  il  faut  attribuer  à  a  pour  que  le  maximum 
soit  k  et  le  minimum  —1.  (Sorbonne,  21  mars  1882;  20  juillet  1882.) 

1338.  Déterminer  p  et  q  de  manière  que  le  maximum  de 

x*  4-  px  +  g 
x 
•oit  a  et  que  le  minimum  soit  6.  (Sorbonne,  3  novembre  1886.) 

1339.  On  donne  les  quantités  m,  a,  dont  la  première  est  positive, 
et  on  demande  de  déterminer  r  et  t  de  telle  sorte  que  le  minimum 

de  rx+  — -  soit  égal  à  m,  et  que  ce  minimum  ait  lieu  pour  x  =  a. 

(Bacc,  Dijon,  juillet  1882.) 

1340.  Déterminer  p  et  q  de  telle  sorte  que  la  fraction  — - — T^f.    ^ 

puisse  prendre  toutes  les  valeurs  entre  4  et  — 3,  et  seulement  ces 
valeurs,  quand  x  prend  toutes  les  valeurs  depuis  l'infini  négatif 
jusqu'à  l'infini  positif.  (Bacc.,  Tournon,  27  juillet  1886.) 

1341.  Démontrer  que  pour  que  la  fraction  — 0_]_~t  »    passe  par 

un  maximum  et  par  un  minimum,  quand  x  varie  de  — oC  à  -f  oC, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  paramètre  constant  a  soit  compris  entre  — 3 
et  1.  (Bacc,  Caen,  9  novembre  1887.) 

1342.  On  donne  la  fraction    y  =  x  ~^~  j^V"  ^  i    et  l'on  ProPose  de 

déterminer  p  et  q  de  manière  que  y  ne  puisse  prendre  aucune  va- 
leur entre  les  nombres  3  et  7.  —  Quelles  valeurs  de  x  correspondent 
à  ce3  limites?  (Bacc,  Poitiers,  9  novembre  1885.) 

1343.  Déterminer  »  et  »'  de  manière  que  la  fraction  — .  ,   ^   ~~„  de- 

r      t  ^  x*+px  +  5 

vienne  maximum  ou  minimum  pour  x  =  2  et  x  =  3.  (Bacc,  Rennes, 
juillet  1878.) 

1344.  Quelle  valeur  faut -il  donner  à  la  quantité  a  pour  que  la  va- 

\ 
leur  de  x  rendant  minimum  l'expression  x-\ -r- —  soit  double  de 

eelle  qui  la  rend  maximum.  (Bacc,  Dijon,  9  novembre  1887.) 

1345.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  a  et  a'  pour  que 
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2.2  _l  9(ix  4-  1 

le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction    — .  ,  „"  , — ,  »      soient 

x  +  2a  x  +  1 

égaux  et  de  signes  contraires.  (Sorbonne,  15  novembre  1881.) 

1346.  Les  quantités  x  et  y  étant  assujetties  à  vérifier  la  relation 
x*  +  y-  +  xy  =  kï,  assigner  les  valeurs  de  ce  et  de  y  qui  font 
prendre  à  l'expression  ax  +  by  sa  valeur  maximum,  et  dire  quelle 
est  cette  valeur.  (Sorbonne,  10  juillet  1879.) 

1347.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  y  —  2x,  lorsque 
16y2  +  36x2  =  9.  (Bacc,  Lyon,  23  mars  1881.) 

1348.  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier  l'expression 

x3  +  2ccy2  +  3y3 

x2  +  y2 

quand  x  +  y  a  une  valeur  donnée  a.  (Bacc,  Nancy,  21  juillet  1884.) 

1349.  Maximum  et  minimum  de 

X\x-Z  +  x*-l*%     (École  Forestière,  1882.) 

1350.  Étant  donnée  une  droite  de  longueur  a,  on  demande  de  la 
partager  en  deux  parties  telles  que  si  l'on  construit  sur  chacune 
d'elles  un  triangle  équilatéral ,  la  somme  des  aires  de  ces  triangles 
soit  minimum.  (Bacc,  Toulouse,  29  octobre  1880.) 

1351.  On  donne  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oy,  un  point  G 
sur  Oy,  deux  points  A  et  B  sur  Ox.  On  demande  de  trouver  le  maxi- 
mum et  le  minimum  du  rapport  ■*  1_L" —  lorsque  le  point  M  varie 

sur  Ox.  —  Que  deviennent  les  résultats  trouvés  dans  le  cas  particu- 
lier où  l'on  a  077  =  OA.  OB?  (Bacc,  Besançon,  juillet  1883.) 

1352.  On  considère  un  triangle  ABC  et  la  médiane  AD  ;  trouver 
sur.  cette  médiane  un  point  M  tel  que  MA2  +  MB2  +  MGÎ  soit  mini- 
mum. (Sorbonne,  23  juillet  1880.) 

1353.  Un  triangle  variable  a  pour  sommet  le  milieu  d'un  côte  d'un 
triangle  donné,  et  pour  base  le  segment  intercepté  par  les  deux  autres 
côtés  du  triangle  sur  une  parallèle  mobile  au  premier  côté.  Quelle 
est  la  position  de  cette  sécante  qui  rend  maximum  ou  minimum  l'aire 
du  triangle  variable?  (Bacc,  Dijon,  avril  1884.) 

1354.  On  coupe  une  circonférence  par  une  sécante  rectiligne  de  po- 
sition indéterminée  passant  par  un  point  fixe  donné  dans  son  plan. 
Déterminer  la  position  de  la  sécante  pour  laquelle  le  triangle  qui  a 
pour  sommet  les  traces  de  cette  droite  sur  la  circonférence  et  le 
centre  de  cette  courbe  a  une  aire  maximum.  (Bacc,  Dijon,  26  juil- 
let 1875;  Marseille,  4  novembre  1886.) 

1355.  Etant  donné  un  carré  ABCD,  trouver  sur  le  côte  CD,  supposé 

MA 
indéfiniment  prolongé,  le  point  M  tel  que  le  rapport  j-r^  ait  la  plus 

grande  valeur  possible.  (Bacc,  Lille,  16  juillet  1879.) 
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13o6.  Inscrire  dans  un  triangle  le  rectangle  de  surface  maximum. 
(Sorbonne,  2  mai  lb72.) 

1357.  Examiner  les  variations  de  la  surface  d'un  trapèze  isocèle 
circonscrit  à  une  circonférence  donnée.  Indiquer  dans  quel  cas  cette 
surface  sera   minimum.  (Sorbonne,  1878.) 

1358.  Partager  la  ligne  AB  en  deux  parties  AG  et  BC  telles  qu'en 
construisant  sur  la  première  un  triangle  équilatéral  ACD  et  sur  la 
seconde  un  carré  CBEF,  puis  joignant  DF,  la  surface  du  pentagone 
convexe  ABEFD  soit  la  plus  petite  possible.  (Sorbonne,  1861.) 

1359.  Circonscrire  à  un  rectangle  donné  le  triangle  isocèle  de  sur- 
face minimum.  (Bacc,  Clermont,  novembre  1876.) 

1360.  Entre  tous  les  trapèzes  qui  ont  deux  sommets  en  A  et  en  B, 
leurs  bases  perpendiculaires  à  une  droite  donnée  mn  et  le  point  de 
concours  des  diagonales  sur  cette  droite,  quels  sont  ceux  qui  ont  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  surface?  —  Données:  AB  =  o,  Bm=h, 
An  =  k.  (Bacc,  Bennes,  juillet  1878.) 

1361.  On  donne  deux  parallèles  et  une  sécante  BC.  Par  un  point 
fixe  D,  pris  sur  l'une  des  parallèles,  on  mène  une  droite  variable  DA 
qui  rencontre  la  sécante  BC  en  1.  Si  l'on  désigne  Bl  par  x  et  BC 
par  b,  pour  quelle  valeur  de  x  la  somme  des  surface^  des  triangles 
A1C  et  B1D  est-elle  maximum?  (Bacc,  Marseille,  22  juillet  1885.) 

1362.  Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  même  périmètre,  trou- 
Ter  celui  dont  le  cerde  inscrit  est  maximum.  (École  navale,  concours 
de  1882.) 

1363.  Deux  villes  A  et  B  sont  éloignées  l'une  de  l'autre  d'une  dis- 
tance a  =  2)0  km.  Un  chemin  de  fer  rectiligne  AX  partant  de  A 
passe  à  une  distance  d  =  Sl  km.  de  la  ville  B.  On  propose  de  con- 
struire une  route  ordinaire  allant  de  B  au  chemin  de  fer,  de  telle 
sorte  que  le  trajet  des  marchandises  entre  A  et  B  soit  le  moins  coû- 
teux possible,  en  supposant  que  le  port  soit  deux  fois  moindre  sur  le 
chemin  de  fer  que  sur  la  route.  A  quelle  distance  de  A  devra  être 
placée  la  station  qui  reliera  B  au  chemin  de  fer  AX?  (Bacc,  Lyon, 
29  juillet  1885.) 

1364.  Un  chemin  de  fer  AC  part  d'une  ville  A  et  passe  à  une  dis- 
tance d  d'une  autre  ville  B.  En  quel  point  de  AC  faut-il  établir  une 
gare,  pour  qu'en  la  reliant  à  B  par  une  route,  le  temps  employé  pour 
aller  de  A  à  B  soit  minimum;  la  vitesse  du  train  est  V,  celle  de  la 
voiture  est  v.  (Dipl.  d'études,  Dijon,  1876.) 

1365.  On  coupe  un  tétraèdre  régulier  par  un  plan  parallèle  à  deux 
arêtes  opposées  :  trouver  le  maximum  de  la  section.  (Bacc,  Dijon, 
1875.) 

1366.  Dans  une  sphère  de  rayon  B,  on  inscrit  un  cône  équilatéral; 
mener  un  plan  parallèle  à  la  base,  de  telle  sorte  que  la  différence  des 
sections  faites  dans  la  sphère  et  le  cône  soit  maximum  ou  minimum. 
(Bacc,  Dij.m,  1873.) 
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1367.  On  donne  la  hauteur  et  la  somme  des  volumes  de  deux  cy- 
lindres. Déterminer  les  rayons  de  leurs  bases  de  façon  que  la  somme 
de  leurssurfaces  latérales  soit  maximum.  (Bacc,  Grenoble, 2 mai  1S78.) 

1368.  Dans  un  solide  formé  de  deux  cônes  égaux  appliqués  l'un 
contre  l'autre  par  leurs  bases,  on  propose  d'inscrire  le  cylindre  dont 
la  surface  totale  soit  maximum.  (Bacc,  Rennes,  avril  1878.) 

1369.  On  coupe  une  sphère  par  un  plan  qui  sert  de  base  à  un  cône 
dont  le  sommet  est  au  centre  de  la  sphère;  étudier  les  variations  du 
volume  du  cône  ainsi  formé.  (Bacc.) 

1370.  Un  rectangle  dont  le  périmètre  est  donné  et  égal  à  2p  tourne 
autour  d'un  de  ses  côtés.  Quelles  doivent  être  ses  dimensions  et  autour 
ae  quel  côté  doit -il  tourner  pour  que  le  volume  engendré  soit  maxi- 
mum? (Sorbonne,  22  juillet  1886.) 

1371.  Inscrire  un  rectangle  dans  un  triangle  dont  on  donne  la  base 
et  la  hauteur,  de  manière  que  le  volume  engendré  par  ce  rectangle 
tournant  autour  de  la  base  du  triangle  soit  maximum»  (Bacc,  Tou- 
louse, 3  novembre  1880.) 

1372.  Etudier  les  variations  du  volume  engendré  par  un  triangle 
isocèle  ayant  pour  base  une  corde  d'un  cercle  et  pour  sommet  le 
centre  du  cercle,  le  triangle  tournant  autour  du  diamètre  parallèle 
à  la  base.  (Bacc) 

1373.  De  tous  les  triangles  isocèles  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon 
R,  quel  est  celui  qui  en  tournant  autour  de  sa  base  engendrera  un 
volume  maximum?  (Bacc,  Lyon,  19  juillet  1886.) 

Même  question,  le  triangle  tournant  autour  d'une  tangente  au 
cercle  menée  par  le  sommet  du  triangle.  (Bacc,  Poitiers,  28  mars  1887.) 

1374.  Comment  faut-il  placer  un  carré  pour  que,  le  faisant  tourner 
autour  d'un  axe  passant  par  un  de  ses  sommets  et  situé  dans  son 
plan,  le  volume  engendré  soit  maximum?  (Diplôme  de  l'eus,  spéc.) 

1375.  De  tous  les  cônes  droits  inscrits  dans  une  sphère  de  rayon 
donné  R,  1°  quel  est  celui  dont  la  surface  latérale  est  maximum? 
(Sorbonne,  29  octobre  1879;  Caen,  11  juillet  1884.)  2°  Quel  est  celui 
dont  le  volume  est  maximum?  (Sorbonne,  13  juillet  1889.)  3°  Calculer 
le  rayon  de  base,  la  hauteur  et  la  surface  totale  de  ce  cône.  (Brevet 
scientilique,  1878;  Bacc,  Clermont,  3  novembre  1886;  Lyon,  7  no- 
vembre 1887.) 

1376.  Parmi  tous  les  cylindres  inscrits  dans  une  sphère,  quel  est 
celui  dont  le  volume  est  maximum?  (Bacc,  Caen,  août  1881.) 

1377.  Parmi  tous  les  prismes  à  base  hexagonale  régulière  inscrits 
dans  la  même  spbere,  quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum? 
(Bacc,  Marseille,  5  novembre  1884.) 

1378.  Quel  est  le  cône  du  volume  minimum  circonscrit  à  une  sphère 
donnée?  (Bacc,  Poitiers,  1875.) 

1379.  Déterminer  les  dimensions  d'un  segment  sphérique  à  une 
base,  de  manière  que  la  surface  convexe  soit  équivalente  à  un  cercle 
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donné  et  que  son  volume  soit  maximum.  (Caen,  brevet  de  l'eus. 
'■  ^79.) 

■  .  De  tous  les  secte:  piea  de  même  rayon,  quel  est 

celui  qui  a  la  plus  grande  surface  totale?  (Bacc,  Alger,  16  avril  1886.J 

i.  Trois  perpendiculaires  à  une  même  droite  ont  pour  pieds  les 
trois  points  A,  B,  C,  dont  le  premier  est  situé  entre  les  deux  autres. 
Par  un  point  fixe  D  pris  sur  la  première  perpendiculaire,  on  mène 
nne  droite  coupant  les  deux  autres  en  M  et  N.  On  fait  ensuite  tour- 
ner la  ligure  autour  de  la  droite  BAC,  et  le  trapèze  BMNC  engendra 
un  tronc  de  cône.  On  demande  la  position  de  la  sécante  MDN,  pour 
laquelle  le  volume  du  tronc  de  cône  est  minimum.  (Bacc,  Dijon, 
27  mars  1887.) 

1382.  Déterminer  sur  la  ligne  des  centres  de  deux  sphères  de  même 
rayon  un  point  tel  que  la  somme  des  zones  vues  de  ce  point  3ur  les 
sphères  soit  maximum  ou  minimum.  (Bacc,  Toulouse,  1880;  Lille, 
23  avril  18S8.) 

1383.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  de  surface  totale  maxi- 
mum.  (Brevet  scientifique,  Dijon,  1874.) 

1384.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  de  surface  totale  maximum. 
(Bacc,  Poitiers,  1885.) 

1385.  Étant  donné  un  hémisphère  de  rayon  R,  le  couper  par  un 
plan  CD  parallèle  à  sa  base,  de  façon  que  le  rapport  du  volume  du 
tronc  de  cône  ABCD  à  celui  de  la  sphère  ayant  pour  diamètre  OE 
soit  maximum  ou  minimum.  (Le  point  E  est  le  milieu  de  CD).  (Bacc, 
Grenoble,  27  juillet  i£ 

1385.  Trouver  le  maximum  du  volume  inscrit  dans  une  sphère  et 
formé  d'un  cylindre  surmonté  de  deux  cônes  droits,  ayant  mêmes 
bases  que  le  cylindre.  (  Saint -Cyr.) 


VI.  —  Questions  de  Géométrie  plane. 

1387.  Connaissant  tous  les  éléments  d'un  triangle,  évaluer:  !•  les 
segments  déterminés  sur  chaque  côté  par  le  point  de  contact  du  cercle 
inscrit;  2°  les  côtés  du  triangle  formé  en  joignant  ces  trois  points; 
3°  la  surface  de  ce  même  triangle.  (Bacc,  Grenoble,  2  avril  1879.) 

1388.  Sachant  que  la  différence  des  projections  des  côtés  de  l'angle 
droit  d'un  triangle  rectangle  sur  l'hypoténuse  est  égale  à  la  hauteur 
h  relative  à  l'hypoténuse,  trouver  les  trois  côtés  en  fonction  de  h. 

Paris,  certificat  d'études  sur  l'ens.  sp.,  28  juillet  1887.) 

1389.  Connaissant,  dans  un  triangle  rectangle,  les  deux  segments 
p  et  q  déterminés  sur  l'hypoténuse  par  la  bissectrice  de  l'angle  droit, 
évaluer  par  des  formul  -  que  possible  :  1°  les  trois  côtés 
du  triangle;  2°  la  hauteur  menée  du  sommet  de  l'angle  droit,  la  bis- 
sectrice de  cet  angle,  et  la  tangente  trigonométriqve  de  l'angle  formé 
par  ces  deux  droites.  (Bacc,  Lille.  5  avril  1881.) 
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1390.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle,  sachant  que  leurs  longueurs 
sont  mesurées  par  trois  nombres  entiers  consécutifs,  et  que  le  nombre 
qui  mesure  la  surface  du  triangle  est:  1°  la  moitié  de  celui  qui  me- 
sure le  périmètre;  2°  le  double  de  ce  même  nombre.  (Sorbonne» 
27  mars  1879;  2  mai  1888;  Marseille,  juillet  1888.) 

1391.  Calculer  les  longueurs  des  bissectrices  intérieures  des  trois 
angles  d'un  triangle  rectangle,  en  fonction  des  côtés  de  l'angle  droit. 
(Bacc,  Dijon,  24  juillet  1873.) 

1392.  Trouver  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  dont 
l'hypoténuse  est  a,  sachant  que  le  produit  de  ces  côtés  est  égal  à  la 
différence  de  leurs  carrés.  (Sorbonne,  juillet  1874;  25  octobre  1883.) 

1393.  Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectaugle,  con- 
naissant l'hypoténuse  a  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit.  —  Discussion. 
(Bacc,  Dijon,  juillet  1877;  Clermont,  9  novembre  1888.) 

1394.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  le  péri- 
mètre 2p  et  la  surface  a2.  (Bacc,  Bordeaux,  août  1877;  Montpel- 
lier, 1«  avril  1878;  Lille,  12  avril  1877;  Lyon,  7  août  1882,  10  no- 
vembre 1883;  Caen,  9  novembre  1883;  Dijon,  23  juillet  1883;  Poitiers, 
1874  et  22  avril  1884.) 

1395.  Dans  un  triangle  rectangle,  on  donne  la  somme  l  des  deux 
côtés  de  l'angle  droit  et  la  hauteur  h  abaissée  sur  l'hypoténuse;  cal- 
culer les  trois  côtés  de  ce  triangle.  On  demande  en  outre  de  détermi- 
ner le  maximum  de  h  et  de  calculer  les  longueurs  correspondantes  dea 
côtés  du  triangle.  (Bacc,  Grenoble,  4  novembre  1887.) 

1396.  On  donne,  dans  un  triangle  rectangle,  l'hypoténuse  a  et  la 
Bomme  d  de  la  hauteur  avec  les  côtés  de  l'angle  droit.  On  demande 
de  déterminer  la  hauteur  et  les  deux  côtés  de  l'angle  droit.  —  Appli- 
cation :  a  =  25,  d  =  47.  (Sorbonne,  24  juillet  1873.) 

1397.  Calculer  la  hauteur  h  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle,  et  les  côtés  de  l'angle  droit,  connaissant 
l'hypoténuse  a  et  le  rapport  m  de  la  somme  des  côtés  de  l'angle  droit 
à  la  hauteur  h.  (Sorbonne,  23  octobre  1886.) 

1398.  On  donne,  dans  un  triangle  isocèle,  la  hauteur  de  h  corres- 
pondant à  la  base  2a,  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit.  On  demande  de 
calculer,  en  fonction  de  h  et  de  r,  les  côtés  égaux  b,  la  base  2a  et  le 
rayon  R  du  cercle  circonscrit.  Que  faut- il  pour  que  le  centre  de  ce 
dernier  cercle  soit  sur  la  circonférence  du  cercle  inscrit?  (Bacc,  Gre- 
noble, 6  novembre  1885.) 

1399.  On  donne,  dans  un  triangle  isocèle,  la  base  la,  et  le  rayon  r 
du  cercle  inscrit;  on  demande  de  calculer  le  rayon  R  du  cercle  cir- 
conscrit. Si  r  reste  constant  et  qu'on  fasse  varier  a,  quel  sera  le  mi- 
nimum deR?  (Bacc,  Dijon,  27  juillet  1885.) 

1400.  Calculer  les  côtés  d'un  triangie  isocèle,  connaissant  la  hau- 
teur et  la  médiane  issues  d'un  des  sommets  situés  sur  la  base  du 
triangle,  et  limitées  au  côté  opposé.  (Bacc,  Dijon,  22  juillet  13S7.) 
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1401.  Résoudre  un  triangle  isocèle  BAC  dans  lequel  AB,  AG  sont 
les  côtés  égaux,  connaissant  la  longueur  a  du  côté  BC  et  la  longueur 
p  de  la  perpendiculaire  élevée  enC  sur  AG  jusqu'à  son  poiktde  ren- 
contre avec  le  côte  opposé.  (Bacc,  Dijon,  28  juillet  1887.) 

1402.  Calculer  les  côtés  inconnus  d'un  triangle  dont  la  base  est  a, 
la  hauteur  correspondante  h,  sachant  que  ces  côtés  sont  dans  un  rap- 
port donné  — .  (Bacc,  Marseille,  15  septembre  1884.) 

1403.  Par  un  point  C  situé  sur  la  bissectrice  d'un  angle  droit  BOE, 
mener  une  transversale  telle  que  le  triangle  BOE  soit  équivalent  à 
un  carré  donné  a2.  (Bacc,  Besançon,  9  novembre  1887.) 

1404.  Etant  donné  un  angle  droit  AOB  et  un  point  M  dont  les  dis- 
tances aux  côtés  de  l'angle  droit  sont  connues,  mener  par  le  point  M 
une  droite  qui  forme  avec  les  côtés  de  l'angle  droit  un  triangle  de 
surface  donnée.  (Chambéry,  bacc.  sp.,  25  octobre  1886.) 

1405.  Par  un  point  A  situé  dans  un  angle  droit,  on  mène  une  sé- 
cante BAC  qui  détermine  sur  les  côtés  de  l'angle  deux  segments  OC=cc, 

111 
OB  =  y.  Déterminer  cette  sécante  de  manière  qu'on  ait  —f-\ — 2=~- 

On  fera  les  distances  du  point  A  égales  à  a  et  6.  (Bacc,  Clermont, 
16  juillet  1887.) 

1406.  On  donne  un  angle  droit  XOY  et  un  point  G  dont  la  distance 
à  OY  est  a  et  la  distance  à  OX  est  6.  Mener  par  ce  point  une  sécante 
BCE  telle  que  l'on  ait  BG2  +  CÊî  =  mî.  —  Discuter.  (Saint-Cyr,  con- 
cours du  12  juin  1885.) 

1407.  Problème  de  p.-.ppua.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  XX' 
et  YY'  et  un  point  C  à  égale  distance  des  axes.  Mener  par  ce  point 
une  sécante  telle  que  la  partie  interceptée  ait  une  longueur  donnée. 

1408.  Deux  droites  rectangulaires  OA  et  OB  étant  données  ainsi 
qu'une  circonférence  de  rayon  R  tangente  à  ces  deux  droites,  déter- 
miner le  point  A  tel  qu'en  menant  de  ce  point  une  troisième  tangente 
à  la  circonférence,  la  surface  du  triangle  AOB  soit  égale  à  un  carré 
donné  m*.  —  Discussion.  (Bacc,  Pau,  18  août  1S82;  Nancy,  brevet 
scientifique,  1S80.) 

1409.  Dans  un  triangle  rectangle,  on  connaît  les  côtés  6  et  c  de 
l'angle  droit.  Déterminer  sur  l'hypoténuse  un  point  tel  que  la  somme 
des  carrés  de  ses  distances  aux  deux  côtés  donnés  soit  égale  à  m*. 
(Sorbonne,  5  novembre  1886.) 

1410.  D'un  point  M  pris  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
AOB  dont  on  connaît  les  côtés  de  l'angle  droit  OA  =  6  et  OB  =  a,  on 
abaisse  sur  ces  côtés  des  perpendiculaires  MP  et  MQ.  Déterminer  la 
position  du  point  M,  sachant  que  l'aire  du  rectangle  OQPM  augmen- 
tée des  aires  des  carrés  construits  sur  OP  et  OQ  égale  une  surface 
donnée  m2.  (Bacc,  Alger,  3  juillet  1886). 

1411  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  un  rectangle  DEFG  dont  un 
côté  FG  est  placé  sur  BG  et  tel  qu'en  augmentant  la  surface  de  ce 
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rectangle  de  celle  du  triangle  équilatéral  construit  sur  FG,  on  ait  une 
somme  équivalente  à  un  carré  donné  K2.  —  Discuter.  (Saint- Gyr. 
concours  de  1887.) 

1412.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  forment  une  progression  arith- 
métique dont  on  donne  la  raison;  on  connaît  le  rapport  m  de  la  sur- 
face de  ce  triangle  à  celle  du  rectangle  construit  avec  les  deux  plus 
petits  côtés.  Calculer  les  côtés  de  ce  triangle.  —  Discuter.  —  Dans  le 

\ 
cas  particulier  de  m=-^-,  calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  à  ce 

triangle.  (Saint- Cyr,  concours  de  1886.) 

1413.  On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle,  et  l'on  suppose 
a>6>c.  Déterminer  la  quantité  x  qu'il  faut  retrancher  à  chaque 
côté  pour  que  le  triangle  qui  aurait  pour  côtés  a  —  x,  b — x,  c —  x 
soit  rectangle. —  Discussion  sommaire.  (Saint-Cyr,  concours  de  1878.) 

1414.  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  la  hauteur  h  correspondant 
au  côté  a  et  les  segments  m  et  n  déterminés  sur  ce  côté  par  la  bis- 
sectrice intérieure  de  l'angle  A.  On  demande  de  déterminer  les  deux 
autres  côtés.  Que  faut- il  pour  qu'il  y  ait  un  triangle  rectangle  en  A 
correspondant  à  la  question?  (Bacc,  Grenoble,  7  novembre  1887.) 

1415.  On  connaît  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  :  BG  =  a,  AC  =  b, 
AB  =  v/2a6  =c.  On  élève  les  perpendiculaires  AM  et  BN  à  AB.  Dé- 
terminer les  longueurs  AM  et  BN  de  manière  que  le  triangle  MNC 
soit  équilatéral.  (Bacc,  Besançon,  août  1882.) 

1416.  Etant  données  deux  droites  parallèles  Ax  et  By,  et  un  point 
P  situé  dans  leur  plan,  on  demande  de  mener  par  ce  point  P  une 
sécante  telle  que  la  partie  CD  comprise  entre  les  parallèles  soit  égale 
au  segment  AC  compris  entre  la  sécante  et  la  perpendiculaire  PAB. 
(Paris,  Bacc.  sp.,  19  avril  1888.) 

1417.  On  donne  deux  droites  rectangulaires  AOC,  BOD  qui  se 
coupenten  0  et  l'on  prend  sur  cesdroites  les  longueurs  OA  =  OB=oî, 
OC  =  OD  =  y.  Déterminer  x  et  y  de  façon  que  le  quadrilatère  ABCD 

ait  une  aire  donnée  -^-  et  un  périmètre  donné  p.  (Bacc,  Besançon, 

20  juillet  1887.) 

1418.  Étant  donné  un  rectangle  ABCD  dont  les  côtés  sont  AD  =  a, 
AB  =  6,  on  porte  sur  ces  côtés  des  longueurs  AA'  =  CG'  =  aî, 
BB'  =  DD'  =  y.  Déterminer  x  et  y  de  telle  manière  que  la  figure 
A'B'C'D'  soit  un  rectangle  ayant  une  diagonale  donnée.  Quel  est  le 
minimum  de  cette  diagonale?  (Bacc,  Rennes,  4  novembre  1884.) 

1419.  La  somme  des  bases  d'un  carré  et  d'un  triangle  équilatéral 
est  représentée  par  a.  Quelles  doivent  être  leurs  longueurs  pour  que 
la  somme  de  leurs  surfaces  soit  m.  Le  problème  est-il  toujours  pos- 
sible? (Nantes,  dipl.  de  l'ens.  sp.,  1879.) 

1420.  On  diminue  de  2  mètres  la  base  d'un  carré  et  de  1  mètre  sa 
hauteur,  et  l'on  construit  un  rectangle  R  avec  les  restes;  si  l'on  avait 
augmenté  la  base  de  4  mètres  et  diminué  la  hauteur  de  5  mètres,  le 
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rectangle  des  lignes  obtenues  aurait  été  R'.  On  demande  de  détermi- 
ner le  côté  du  carré  de  telle  sorte  que  le  rapport  de  R  à  R'  soit  égal 
à  un  nombre  donné  m.  Déterminer  les  limites  de  m  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible  et  indiquer  le  nombre  des  solutions.  On  calculera 
la  valeur  de  x  correspondant  aux  limites  de  m  ainsi  que  celles  qui 
rendent  m  égal  à  zéro.  (Alger,  bacc.  sp.,  avril  1887.) 

1421.  Calculer  les  diagonales  d'un  losange,  connaissant  le  côté  a 
et  le  rayon  R  du  cercle  inscrit.  (Sorbonne,  28  juillet  1876.) 

1422.  Connaissant  la  somme  4a  des  diagonales  d'un  losange  et  le 
rayr.n  r  du  cercle  inscrit,  calculer  les  diagonales  et  le  côté.  —  Appli- 
cation :  a  =  17,5  et  r  =  12.  (Sorbonne,  23  juillet  1879.) 

1423.  Circonscrire  à  un  cercle  de  rayon  donné  R  un  losange  qui  ait 
une  surface  donnée  4S.  On  calculera  le  côté  et  les  diagonales.  Mini- 
mum de  la  surface.  (Bacc.,  Toulouse,  6  juillet  1885.) 

1424.  On  connaît  un  trapèze  dont  les  bases  sont  a  et  b  et  la  hau- 
teur h.  On  divise  ses  côtés  non  parallèles  en  trois  parties  égales  par 
des  parallèles  aux  bases;  calculer  la  surface  des  trois  trapèzes  par- 
tiels. (  Bacc.) 

1423.  Dans  un  trapèze,  mener  aux  bases  a  et  b  une  parallèle  qui 
divise  la  surface  en  parties  proportionnelles  à  m  et  n.  (Sorbonne, 
20  avril  1880;  Tournon,  15  juillet  1880.) 

1426.  Un  trapèze  a  pour  bases  a  et  6  (a>6)  et  pour  hauteur  h; 
à  quelle  distance  x  de  la  base  a  faut-il  mener  une  parallèle  aux  bases 
pour  partager  la  surface  en  deux  parties  équivalentes?  (Sorbonne, 
7  juillet  1888.) 

1427.  Dans  un  triangle  de  base  b  et  de  hauteur  h,  on  mène  une 
parallèle  à  la  base,  de  manière  que  l'aire  du  trapèze  obtenu  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  celles  du  triangle  total  et  du  petit 
triangle.  Calculer:  1*  la  longueur  x  de  la  parallèle  en  fonction  de  6; 
2°  sa  distance  y  au  sommet  en  fonction  de  h;  3°  le  volume  engendré 
par  le  trapèze  tournant  autour  de  6,  en  fonction  de  6  et  de  h.  (Sor- 
bonne, 6  novembre  1882;  Alger,  Bacc.  sp.,  novembre  1836.) 

1428.  Étant  données  les  bases  a  et  b  d'un  trapèze,  et  la  hauteur 
h,  calculer  la  longueur  de  la  parallèle  aux  bases  qui  divise  la  surface 
en  moyenne  et  extrême  raison.  (Sorbonne,  20  avril  1880.) 

1429.  Dans  un  trapèze  rectangle,  on  donne  le  côté  a  perpendicu- 
laire aux  bases,  la  surface  S  et  le  périmètre  p.  Calculer  les  trois 
autres  côtés  et  déterminer  les  conditions  que  doivent  remplir  a,  3,  p 
pour  que  le  problème  soit  possible.  (Sorbonne,  26  juillet  1883.) 

1430.  Trouver  les  côtés  d'un  trapèze  isocèle,  connaissant  la  hauteur 
h,  le  périmètre  2p  et  la  surface  S.  (Bacc,  Besançon,  avril  1878.) 

1431.  Calculer  les  deux  bases  d'un  trapèze  isocèle  circonscrit  à  un 
cercle  de  rayon  donné  R,  connaissant  la  surface  aJ  du  trapèze.  (Sor- 
bonne, 8  mai  1885.) 

1432.  On  donne  les  longueurs  2a  et  26  de  deux  cordes  parallèle» 
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d'un  même  cercle  et  la  distance  d  de  ccb  cordes.  Exprimer  le  rayon 
R  du  cercle  au  moyen  des  quantités  a,  b,  d.  (Sorbonne,  25  juil- 
et  1884.) 

1433.  Dans  un  trapèze  isocèle  on  donne  les  longueurs  2a,  26  des 
côtés  parallèles  (a>6)  et  la  longueur  commune  c  des  deux  autres 
côtés.  Calculer  en  fonction  de  a,  b,  c  le  rayon  R  du  cercle  circons- 
crit, a  et  6  étant  donnés,  et  c  restant  indélerminé,  indiquer  la  marche 
à  suivre  pour  trouver  la  valeur  minimum  de  R.  (Bacc,  Dijon, 
avril  1878.) 

1434.  Calculer  la  base  supérieure  d'un  trapèze  inscrit  dans  un 
demi-cercle  de  rayon  donné  R,  sachant  que:  1°  la  surface  du  trapèze 
égale  m  fois  le  carré  de  la  hauteur  (Sorbonne,  26  octobre  1880); 
2°  la  somme  des  bases  égale  celle  des  deux  autres  côtés.  (Sorbonne, 
15  juillet  1879.) 

1435.  On  connaît  la  surface  et  la  longueur  des  côtés  non  parallèles 
d'un  trapèze  inscrit  dans  un  cercle  donné.  Calculer  les  côtés  parallèles 
et  discuter  les  valeurs  trouvées.  (Caen,  brevet  de  l'ens.  sp.,  1880.) 

1436.  Calcuier  les  quatre  côtés  d'un  trapèze  isocèle  circonscrit  à 
un  cercle,  sachant  que  la  somme  des  bases  parallèles  est  2a  et  que  la 
surface  égale  celle  d'un  carré  de  côté  6.  (Sorbonne,  24  juillet  1875.) 

1437.  Étant  donné  un  quart  de  cercle  AOB  de  rayon  R,  on  pro- 
longe le  rayon  OB  et  par  le  point  A  on  élève  uoe  perpendiculaire  au 
rayon  AO.  1°  Mener  à  ce  quart  de  cercle  une  tangente  CD  telle  que 
l'aire  du  trapèze  ACDO  soit  égale  à  une  aire  donnée  a2.  2°  Trouver  le 
minimum  de  l'aire  de  ce  trapèze.  (Bacc,  Dijon,  5  avril  1880;  Sor- 
bonne, 10  juillet  1886.) 

1438.  Déterminer  les  côtés  d'un  trapèze  isocèle  de  périmètre  donné 
2p  inscrit  dans  un  demi -cercle  de  rayon  R  et  dont  une  des  bases  est 
un  diamètre. —  Discussion.  (Sorbonne,  7  mai  1885;  Caen,  29  oc-, 
tobre  1884.) 

1439.  Dans  un  quadrilatère  ABCD  les  angles  B  et  D  sont  droits; 
on  connaît  la  diagonale  AC  =  a,  le  périmètre  2p  et  la  surface  S.  Dé- 
terminer les  côtés  AB  =  œ,  BG  =  y,  GD  =  x',  DA  =  i/'.  (Bacc, Mont- 
pellier, 2  juillet  1884.) 

1440.  Étant  donné  un  hexagone  régulier,  on  prend  sur  les  côtés  et 
dans  le  même  sens,  à  partir  de  chaque  sommet,  une  même  longueur 
égale  à  la  n*"»  partie  de  ce  côté  et  l'on  joint  les  points  consécutifs. 
Calcuier  le  rapport  de  la  surface  de  l'hexagone  obtenu  à  celle  du  po- 
lygone donné;  dire  pour  quelle  valeur  de  n  ce  rapport  est  minimum. 
(Sorbonne,  15  juillet  1883.) 

1441.  Deux  rectangles  concentriques  égaux  et  de  périmètres  cons- 
tants sont  disposés  en  croix  de  façon  que  leurs  côtés  égaux  soient 
perpendiculaires.  En  joignant  les  sommets  voisins,  on  forme  un  octo- 
gone. On  demande  d'étudier  la  variation  de  surface  de  cet.  octogone. 
Quelles  en  sont  les  valeurs  maximum  et  minimum?  Quelle  est  la 
surface  quand  l'octogone  est  régulier?  (Bacc,  Grenoble,  30  juil- 
let 1885.) 
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1442.  Étant  donné  un  demi-cercle  AMB  de  rayon  R,  on  demande 
de  mener,  parallèlement  au  diamètre  AB,  une  corde  CD  telle  que  le 
rectangle  CDEF  obtenu  en  projetant  ses  extrémités  sur  AB  ait  une 
surface  donnée  a*.  Conditions  de  possibilité.  Maximum  de  la  surface 
du  rectangle.  (Sorbonne,  26  mars  1879;  Grenoble,  7  novembre  1883.) 

1443.  Etant  donné  un  rectangle  ABCD,  on  décrit  sur  CD  comme 
diamètre  un  demi-cercle  à  l'extérieur  du  rectangle.  Déterminer  les 
dimensions  AB  =  x,  BC  =  y  pour  que  le  périmètre  de  la  figure  totale 
soit  égale  à  p  et  sa  surface  à  m*.  Conditions  de  possibilité  du  pro- 
blème. Quelle  relation  faut-il  établir  entre  p  et  m  pour  que  le  rectangle 
se  réduise  à  un  carré?  (Bacc,  Besançon,  22  juillet  1885.) 

1444.  Une  couronne  circulaire  plane  a  une  épaisseur  donnée  a.  On 
donne  de  plus  le  rapport  de  la  surface  de  cette  couronne  avec  le 
cercle  qui  a  ane  circonférence  moyenne  arithmétique  entre  celles  qui 
comprennent  la  couronne.  Déterminer  ses  deux  rayons  et  établir  dans 
quelles  conditions  le  rapport  a  la  plus  grande  et  la  plus  petite  va- 
leur. (Bacc,  Lyon,  25  avril  1884.) 

1445.  Un  cercle  étant  donné,  tracer  une  circonférence  concentrique 
de  manière  que  la  surface  de  la  couronne  interceptée  égale  m  fois  la 
moyennne  proportionnelle  entre  la  surface  des  deux  cercles.  (Sor- 
bonne, 10  mai  1886.) 

1446.  On  donne  un  quart  de  cercle  :  trouver  sur  l'arc  un  point  tel 
que  sa  distance  à  une  des  extrémités  de  l'arc  soit  égale  à  la  distance 
au  rayon  qui  joint  l'autre  extrémité.  (Saint-Cyr,  oral.) 

1447.  Dans  un  cercle  0  de  rayon  R,  on  a  une  corde  AB  de  lon- 
gueur a.  On  demande  de  mener  au  cercle  une  tangente  telle  que  la 
portion  CD  comprise  entre  le  point  de  contact  et  la  droite  AB  soit 
égale  à  a.  Quelle  doit  être  la  longueur  de  AB  pour  que  l'angle  CDB 
soit  droit ,  et  quel  est  dans  ce  cas  le  volume  engendré  par  le  triangle 
CAB  tournant  autour  de  CD?  (Bacc,  Grenoble,  23  juillet  1885.) 

1448.  D'un  point  A,  mener  à  une  circonférence  donnée  0  une  sé- 
cante telle  que  la  portion  extérieure  AB  soit  égale  à  la  portion  inté- 
rieure BC.  Discussion  des  conditions  de  possibilité  du  problème. 
(Bacc,  Bordeaux,  août  1877.) 

1449.  On  donne  un  point  A  dans  un  cercle  de  rayon  R  et  l'on  de- 
mande de  mener  une  sécante  BAC  telle  que  le  point  A  la  divise  en 
moyenne  et  extrême  raison.  (Bacc.  sp.,  Paris,  1"  août  1888.) 

1450.  On  donne  un  cercle  0  de  rayon  a  et  un  point  A  situé  à  une 
distance  du  centre  égale  à  6.  On  demande  de  mener  par  le  point  A 
une  sécante  qui  coupe  le  cercle  en  deux  points  M  et  N  de  telle  sorte 

A  M 
que  le  rapport      'T    égale  un  nombre  donné  m.  On  calculera  les  lon- 
gueurs AM  =  x  et  AN  =  y,  et  l'angle  OAM.  (Sorbonne,  24  mars  1882.) 

1451.  On  donne  un  cercle  0  de  rayon  R  et  un  point  A  situe  à  une 
distance  o  du  centre.  Par  A  on  mène  deux  sécantes  ABC,  AB'C  telles 
que   la  partie    intérieure   x    soit  égale  à  la  partie  extérieure.  On 
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demande  de  calculer  les  côtés,  la  hauteur  et  la  surface  du  trapèze 
isocèle  BCB'C.  Que  faut- il  pour  que  les  sécantes  soient  réelles,  et 
quelle  doit  être  la  position  du  point  A  sur  la  droite  OA  pour  que 
la  somme  des  bases  du  trapèze  soit  maximum?  (  Bacc,  Grenoble,  juil- 
let 1884.) 

1452.  Étant  donné  le  côté  a  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  un 
cercle  de  rayon  R,  ealculer  le  côté  du  polygone  convexe  d'un  nombre 
double  de  côtés.  (Bacc.,  Besançon,  25  avril  1888;  Dijon,  avril  1884, 
Lyon,  20  juillet  1887.) 

Application  :  1°  Trouver  le  côté  de  l'octogone  et  celui  du  polygone 
de  16  côtés.  (Sorbonne,  avril  1855,  avril  1886.) 

2°  Le  côté  du  dodécagone  et  du  polygone  de  24  côtés.  (Toulouse, 
4  novembre  1880.) 

3°  Le  côté  du  décagone  et  du  polygone  de  20  côtés.  (Bacc,  Mar- 
seille, 27  juillet  1885.) 

1453.  On  donne  une  droite  AB  =  2o.  Trouver  le  rayon  x  d'un 
cercle  passant  par  les  deux  points  A  et  B ,  de  telle  façon  que  le  qua- 
drilatère ABCD  qui  a  ses  sommets  aux  extrémités  de  la  corde  AB  et 
du  diamètre  CD  perpendiculaire  à  AB  ait  un  périmètre  donné  4p. 
Quelle  serait  la  valeur  de  ce  si,  au  lieu  du  périmètre,  on  supposait 
donnée  la  différence  entre  la  somme  des  deux  côtés  CA,  CB  et  la 
somme  des  deux  côtés  DA,  DB.  (Bacc.  Besançon,  juillet  1883.) 

1454.  On  donne  un  point  G  centre  d'un  cercle  de  rayon  variable  et 
un  point  A  par  lequel  on  mène  deux  tangentes  telles  que  AB  et  AD. 
Pour  quelle  valeur  du  rayon  la  corde  de  contact  BD  a -t- elle  un' 
longueur  donnée?  Maximum  de  cette  longueur.  — ■  Interprétation  géa. 
métrique.  (Bacc,  Nantes,  16  août  1881.) 

1455.  On  donne  une  circonférence  de  rayon  R  et  deux  tangentes 
aux  extrémités  d'un  diamètre.  Mener  une  corde  CD  parallèle  à  ces  tan- 
gentes,  telle  que  la  somme  des  carrés  des  diagonales  des  rectangles 
ÉFCD  et  CDHG  soit  égale  à  un  carré  donné  a2.  (Clermont,  Bacc. 
spéc.,  août  1885.) 

1456.  Dans  un  cercle  de  rayon  donné  R,  à  quelle  distance  du  centre 
faut-il  mener  une  parallèle  à  une  tangente  pour  qu'en  abaissant  des 
extrémités  de  la  corde  des  perpendiculaires  sur  la  tangente,  la  dia- 
gonale du  rectangle  ainsi  formé  soit  égale  à  une  quantité  donnée  a. 
(Saint-Cyr,  6  juin  1873;  école  normale  de  Sèvres,  25  juin  1888.) 

1457.  Étant  donné  un  demi -cercle  AB  de  rayon  R,  on  prend  un 
point  P  sur  le  prolongement  du  diamètre  et  l'on  mène  la  tangente 
PC.  Calculer  OD  =  œ,  sachant  que  l'on  a:  PC  =  CD-f-DB.  (Bacc, 
Saint- Pierre,  Martinique,  août  1886.) 

1458.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  R,  et  une  tangente  EF,  mener 
une  corde  CD  parallèle  à  la  tangente  et  telle  que  le  périmètre  du  rec- 
tangle CDEF  ait  une  longueur  donnée  2p.  (Sorbonne,  28  octobre  1886, 
École  normale  de  Saint- Cloud,  9  juillet  1888.) 

1459.  On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC  inscrit  dans  un  cercle 

13* 
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de  rayon  R;  mener  une  corde  EF  parallèle  au  côté  BG  et  rencon- 
trant en  G  et  H  les  côtés  du  triangle,  de  telle  façon  que  la  somme 
EF  +  GH  soit  égale  à  une  longueur  donnée  21.  —  Discussion.  (Cler- 
mont.  Bacc.  spéc,  1885.) 

1-460.  On  don  De  une  circonférence  de  rayon  R  et  une  droite  située 
dans  son  plan  à  une  distance  d  de  son  centre;  on  demande  de  cons- 
truire un  carré  dont  un  côté  soit  une  corde  de  la  ci^onférence  et 
dont  le  côté  opposé  s'applique  exactement  sur  la  droite  donnée.  — 
Discussion.  (Bacc,  Dijon,  octobre  1873;  Sorbonne,  29  juillet  1886.) 

1461.  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  R  un  triangle  isocèle,  con< 
naissant  la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur.  (Bacc,  Dijon,  no- 
vembre 1884.) 

1462.  Étant  donnés  une  circonférence  et  un  point  A  dans  son  plan, 
on  mène  le  diamètre  AO.  Déterminer  sur  ce  diamètre  un  point  M  tel 
qu'en  élevant  la  perpendiculaire  MB  sur  AO,  on  ait  AM  +  fc.iMB  =  Cu. 

On  désignera  par  a  le  rayon  du  cercle,  par  d  la  distance  OA,  par 
l  la  constante,  par  x  l'inconnue  OM.  On  discutera  la  valeur  de  x: 
1°  quand  d  =  a  et  k  =  2;  2°  dans  le  cas  général.  Résoudre  géométri- 
quement la  même  question.  (Bacc,  Clermont,  13  juillet  1883.) 

1463.  On  donne  un  demi-cercle  AB  de  rayon  R  et  la  tangente  AC  à 
l'extrémité  du  diamètre.  Trouver  sur  la  demi -circonférence  un  point 
M  tel  que,  en  abaissant  une  perpendiculaire  MG  Bur  la  tangente  et 
joignant  MB,  on  ait:  MB  +  2MC  =  /.  —  Discuter.  ( Saint- Cyr,  con- 
cours de  1883.) 

1464.  On  donne  deux  cercles  0  et  0'  de  rayons  R  et  ■—  tangents 

intérieurement  en  un  point  A.  On  demande  de  mener  un  cercle  0" 
taDgent  à  0  et  0'  et  à  la  droite  OA.  On  déterminera  ce  cercle  par  la 
distance  OB  du  point  de  contact  au  centre  du  grand  cercle  et  par  le 
rayon  0"B.  (Bacc,  Grenoble,  18  juillet  1885.) 

1465.  On  donne  une  circonférence  de  rayon  R.  On  mène  un  dia- 
mètre AB  et  une  corde  CD  perpendiculaire  à  ce  diamètre,  à  une  dis- 
tance du  centre  égale  à  d  moindre  que  R.  Déterminer  les  rayons  des 
circonférences  tangentes  aux  deux  droites  rectangulaires  et  à  la  cir- 
conférence donnée.  (Sorbonne,  15  juillet  1875  ;  Lyon,  5  novembre  1886  ; 
Gonstantine,  1"  juillet  1887.) 

1466.  On  prend  sur  une  droite  indéfinie,  à  partir  d'un  point 
fixe  0,  deux  longueurs  OA  et  OB  égales  aux  racines  de  l'équation 
ox*  -f-  2bx  +  c  =  o,  et  deux  autres  longueurs  OG  et  OD  égales  aux  ra- 
cines de  l'équation  a'x*  +  2b'x  +  c'  =  o.  Soit  I  le  milieu  de  AB,  I'  celui 
de  CD  :  1°  calculer  01  et  AB,  01'  et  CD  ;  2°  on  décrit  deux  demi-circon- 
férences de  diamètres  AB  et  CD  et  l'on  joint  leur  point  de  rencontre  M 

aux  points  I  et  I'.  Établir  la  formule  :  cos  IMI'  =       2bb'~  ac'~  "^_  - 

2YV  — ac/6'2  — aV 
3»  trouver  la  relation  qui  existe  entre  a,  b,  c,  a1,  b',  c',  pour  que 
l'angle  IMI'  soit  droit;  et  dans  ce  cas,  prouver  géométriquement  que 
l'on  a  la  relation  :  ÏB'  =  ICx  ID.  ( Rennes,  Bacc  spéc,  28  juillet  1887.) 
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1467.  On  donne  deux  circonférences  0  et  O'dont  les  rayons  sont  R 

et  r,  ainsi  que  la  distance  d  de  leurs  centres.  La  première  coupe  la  ligne 

des  centres  aux  points  A  et  A',  la  seconde  aux  points  B  et  B'.  1°  Trouver 

MA    MA' 
sur  la  ligne  des  centres  un  point  M  tel  que  le  rapport   v .  ft  " ,,       soit 

égal  à  un  nombre  donné  m.  Discuter  le  problème  en  faisant  varier  la 
position  relative  des  deux  circonférences,  et  trouver,  s'il  y  a  lieu,  le 
maximum  et  le  minimum  de  m;  2°  comment  varie  la  quantité  m 
lorsque  le  point  M  parcourt  la  ligne  des  centres  supposée  indéfini- 
ment prolongée,  les  circonférences  étant  extérieures  1  une  à  l'autre. 
(Bacc.  spéc,  Rennes,  20  juillet  1886.) 

1468.  Sur  la  droite  qui  joint  deux  lumières,  trouver  les  points 
également  éclairés  par  chacune  d'elles.  Lieu  des  points  de  l'espace 
également  éclairés.  (Dijon,  brevet  de  l'ens.  spéc,  1874.) 

1469.  Dans  une  circonférence ,  on  prend  des  rayons  rectangulaires 
OA  et  OB;  en  A  se  trouve  une  lumière  d'intensité  2;  en  B  une  lu- 
mière d'intensité  1.  Trouver  les  points  également  éclairés  :  1°  sur  la 
circonférence;  2*  sur  chacun  des  diamètres  OA  et  OB.  ( Saint- Cyr, 
oral,  1880.) 

1470.  On  donne  un  cercle  de  rayon  R  et  un  point  C  sur  le  prolon- 
gement du  diamètre  AB;  on  demande  de  mener  par  le  point  C 
une  sécante  qui  coupe  la  circonférence  en  D  et  E  de  façon  que 
la  somme  AE* +  BD*  ait  une  valeur  donnée  m*.  (Bacc,  Dijon, 
30  mars  1887.) 


VII.  —  Questions  de  Géométrie  dans  l'espace. 


1471.  Calculer  le  volume  d'un  parallélépipède  rectangle,  sachant  : 
1°  que  les  trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet  sont  en  progression 
arithmétique;  2*  que  la  somme  de  ces  arêtes  est  18;  3*  que  la  surface 
totale  du  parallélépipède  est  208  mq.  (Bordeaux,  Bacc  spéc,  juillet 

1885.) 

1472.  Étant  donné  un  parallélépipède  rectangle,  calculer  les  troir 
arêtes  aboutissant  à  un  même  sommet,  sachant  :  1°  qu'elles  sont  en 
progression  arithmétique;  2°  que  la  surface  totale  égale  94  mq.; 
3°  que  la  somme  de  toutes  les  arête3  est48.(Bacc.,Caen,  22  juillet  1886.) 

1473.  Calculer  les  arêtes  d'un  parallélépipède  rectangle  dont,  on 
connaît  la  diagonale  et  la  surface  totale,  sachant  qu'elles  forment 
«ne  progression  arithmétique.  (Sorbonne,  13  mai  1886.) 

1474.  Calculer  les  arêtes  d'un  parallélépipède  rectangle,  connaissant 
leur  somme  a,  la  longueur  de  la  diagonale  d,  et  sachant  que  l'une 
des  arêtes  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  autres.  (Rennes, 
Bacc  spéc,  novembre  1886.) 
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1475.  On  donne  la  surface  et  la  diagonale  d'un  parallélépipède  rec- 
tangle. Calculer  ses  dimensions,  sachant  :  1°  qu'elles  sont  en  progres- 
sion géométrique;  2°  qu'elles  sont  en  progression  arithmétique.  (Bacc, 
Toulouse,  9  novembre  1883.) 

1476.  Calculer  les  arêtes  d'un  parallélépipède  rectangle,  connaissant 
la  somme  2a2  des  aires  de  ses  faces,  la  somme  l  des  longueurs  des 
arêtes  et  le  rapport  h  de  deux  de  celles-ci.  Combien  de  parallélépi- 
pèdes répondent  à  la  question,  et  dans  quel  cas  le  problème  est-ii 
impossible?  (Bacc,  Clermont,  1878.) 

1477.  On  donne  les  trois  dimensions  a,  b,  c  d'un  parallélépipède 
rectangle,  et  l'on  demande  de  trouver  une  quantité  x  telle  que  le 
parallélépipède  rectaDgle  ayant  pour  dimensions  a  +  x,  b  +  x,  c  +  x 
ait  une  surface  donnée  2s.  (Montpellier,  Bacc.  spéc,  avril  1887.) 

1-478.  Construire  un  prisme  droit  ayant  pour  base  un  triangle  équi- 
latérai,  connaissant  sa  surface  totale  S  et  la  somme  P  de  ses  neuf 
arêtes.  (Bacc,  Dijon,  juillet  1879.) 

1479.  Sur  les  trois  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle,  on  prend  trois 
longu-aurs  OA=a,  OB  =  6,  OC  =  c,  et  l'on  trace  le  triangle  ABC. 
Trouver  :  1*  L'expression  de  l'aire  de  ce  triangle;  2°  la  distance  OD  =  rf 
du  point  0  au  plan  ABC;  3"  ce  que  doivent  être  6  et  c  lorsque  a 
et  à  sont  donnés  pour  que  le  triangle  ABC  ait  une  surface  donnée. 
(Bacc,  Rennes,  7  novembre  1887.) 

1480.  Une  pyramide  a  pour  base  un  rectangle.  Le  sommet  se  pro- 
jette au  centre  de  la  base.  On  donne  la  hauteur  h  de  la  pyramide; 
sa  surface  latérale  2S  et  la  diagonale  la  du  rectangle  de  base.  Dé- 
terminer les  dimensions  2x,  2y  de  ce  rectangle.  (Bacc,  Montpellier, 
10  novembre  1884.) 

1481.  On  donne  la  surface  totale  27ias  d'un  premier  cylindre,  ainsi 
que  la  surface  totale  2^6*  d'un  second  cylindre  :  celui-ci  a  pour  rayon 
et  pour  hauteur  respectivement  la  hauteur  et  le  rayon  du  premier. 
Déterminer  algébriquement  ces  deux  longueurs.  (Bacc,  Montpellier, 
16  avril  1888.) 

1482.  Déterminer  les  rayons  des  bases  de  deux  cylindres  droits  de 
hauteurs  respectives  a  et  b,  connaissant  la  somme  2ntn~J  de  leurs 
surfaces  latérales  et  la  somme  v.d3  de  leurs  volumes.  (Sorbonne, 
1«  mai  1885.) 

1483.  Calculer  les  dimensions  d'un  cylindre  droit  de  surface  totale 
lonnée  2na2  inscrit  dans  une  sphère  de  rayon  donné  R.  (Sorbonne, 
5  mai  1885;  Nancy,  8  novembre  1887.) 

1484.  On  donne  le  rayon  R  et  la  génératrice  l  d'un  cône.  Trouver 
à  quelle  distance  du  sommet  il  faut  mener  un  plan  parallèle  à  la  base 
du  cône  pour  que  les  deux  parties  aient  des  surfaces  totales  égales. 
(Sorbonne,  23  avril  1883.) 

1485.  Étant  donné  un  cône  de  rayon  R  et  de  hauteur  h,  déterminer 
la  quantité  x  dont  il  faut  diminuer  la  hauteur  et  augmenter  le  rayon 
pour  que  le  volume  ne  change  pas.  (  Saint- Cyr,  1880.) 
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1486.  Calculer  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  cône,  sachant 
que  son  volume  est  égal  à  celui  d'une  sphère  de  rayoD  donné  a,  et 
que  sa  surface  totale  égale  m  fois  la  surface  de  la  même  sphère. 
Quelles  sont  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles  le  problème  admet  des 
solutions  ?  (Sorbonne,  20  juillet  1887.) 

1487.  Un  cylindre  et  un  cône  ont  même  hauteur,  même  surface 
totale  et  même  volume;  la  hauteur  h  étant  donnée,  calculer  les 
rayons  des  bases.  ( Saint-  Cyr,  1879.) 

1488.  Un  cône  et  un  cylindre  de  même  hauteur  h  ont  même  sur- 
tace  totale,  et  le  volume  du  cône  est  égal  à  m  fois  celui  du  cylindre. 
Calculer  les  rayons  de  base  des  deux  corps.  —  Application  au  cas 

a 
où  m  =  -g.  (Sorbonne,  23  novembre  1885.) 

1489.  On  donne  le  rayon  R  de  la  base  d'un  cône  et  le  côté  o.  A 
quelle  distance  du  sommet  sur  l'arête  faut-il  mener  un  plan  parallèle 
à  la  base  pour  que  la  base  du  cône  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
la  surface  latérale  du  petit  cône  et  la  surface  latérale  du  tronc?  — 
Discuter.  —  Pouvait- on  prévoir  que  le  problème  ne  serait  pas  tou- 
jours possible?  —  Maximum  du  produit  des  deux  surfaces  latérales. 
(Bacc,  Nancy,  6  novembre  1884.) 

1490.  On  donne  un  cône  droit  de  rayon  R  et  de  hauteur  h;  cal- 
culer le  volume  des  sphères  inscrite  et  circonscrite.  (Sorbonne,  12  juil- 
let 1881.) 

1491.  Etant  donnés  une  sphère  et  un  diamètre  AB,  à  quelle  dis- 
tance OB  du  centre  faut- il  mener  un  plan  DE  perpendiculaire  à  ce  dia- 
mètre pour  que  la  surface  latérale  du  cône  SDE  circonscrit  à  la 
sphère  suivant  la  circonférence  DE  soit  égale  à  la  surface  latérale 
du  cône  qui  a  pour  base  ce  même  cercle  DE  et  pour  sommet  l'extré- 
mité A  du  diamètre  AB?  (Sorbonne,  17  juillet  1872.) 

1492.  Calculer  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  cône,  connais- 
sant son  volume  -g-  na*  et  sa  surface  totale  «6*.  (Paris,  Bacc,  1879.) 

1493.  Déterminer  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  cône  dont  la 
surface  totale  égale  celle  d'une  sphère  de  rayon  donné  R  et  le  volume 
équivalent  à  celui  d'une  autre  sphère  de  rayon  donné  r.  —  Condi- 
tions de  possibilité.  —  Cône  de  volume  maximum  pour  une  surface 
totale  donnée;  valeur  de  l'angle  générateur  de  ce  cône.  (Bacc,  Be- 
sançon, avril  1884;  Grenoble,  16  juillet  1884.) 

4 

1494.  Connaissant  le  volume  -^  na3  et  la  surface  totale  it&2  d'un 

cône  droit ,  déterminer  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  h.  Conditions 
de  possibilité  du  problème.  —  Quelle  relation  faut-il  supposer  entre 
les  données  a  et  6  pour  que  le  triangle  obtenu  en  coupant  le  cône 
par  un  plan  passant  par  l'axe,  soit  équilatéral?  (Bacc,  Besançon, 
avril  1884.) 

1495.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné  R  est  inscrit  un  cône  dont 
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3R 
la  hauteur  est  -s—.  A  quelle  distance  du  sommet  faut-il  mener  un 

plan  pour  que  la  différence  des  sections  du  cône  et  de  la  sphère  soit 
égale  à  une  quantité  donnée  na*.  (Sorbonne,  10  juillet  1885. J 

1496-  Un  cône  de  hauteur  h  est  inscrit  dans  une  sphère  de  rayon  R. 
A  quelle  distance  x  du  sommet  du  cône  faut -il  mener  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  de  sa  base  pour  que  Taire  de  la  section  faite  dans  la 

cône  soit  dans  un  rapport  donné  —  avec  l'aire  de  la  section  faite 
dans  la  sphère  par  le  même  plan.  (Bacc,  Nancy,  22  juillet  1884.) 

1497.  A  quelle  distance  du  centre  d'une  sphère  de  rayon  donné  R 
faut-il  mener  un  plan  sécant  AB  pour  que  la  surface  latérale  du  cône 
CAB  inscrit  à  la  sphère  3oit  la  nièm«  partie  de  la  zone  sphénque  de 
même  hauteur?  —  Limites  de  n.  (Bacc,  Poitiers,  15  avril  1885.) 

1498.  Étant  donné  un  demi -cercle  AB  de  rayon  R,  on  prend  un 
point  P  sur  le  prolongement  du  diamètre,  et  l'on  mène  la  tangente 
PC.  Calculer  OP  =  a;  tel  que  l'aire  engendrée  par  la  droite  PC 
lorsque  la  figure  tourne  autour  de  AB  soit  équivalente  à  l'aire  engen- 
drée par  l'arc  AG  extérieur  au  cône.  (Sorbonne,  avril  1880.) 

4499.  Les  données  étant  les  mêmes  que  précédemment,  calculer 
OP  =  x  tel  que  le  volume  engendré  par  le  secteur  OCB  soit  équi- 
valent au  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  CBP.  (Bacc. 
spéc,  Nancy,  17  novembre  1886.) 

1500.  Étant  donné  un  demi-cercle  AB  de  rayon  R,  on  prend  un 
point  P  sur  le  prolongement  du  diamètre  AB,  et  l'on  mène  la  tan- 
gente PC.  Calculer  OP=œ,  sachant  que  le  volume  engendré  par  le 

3 
triangle  OCP  lorsqu'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  AB  égale  -5-  du 

volume  de  la  sphère  engendrée  par  le  demi-cercle  ACB.  (Sorbonne, 
17  juillet  1882.) 

1501.  Étant  donnée  une  circonférence  dont  on  désignera  le  rayon 
par  R,  on  considère  deux  diamètres  rectangulaires;  d'un  point  A  pris 
sur  l'un  d'eux  à  une  distance  du  centre  OA  =  a,  on  mène  la  tangente 
AMB  qui  coupe  l'autre  diamètre  en  B.  Calculer  la  surlace  totale  du 
cône  engendré  par  le  triangle  AOB  tournant  autour  de  AO.  Étudier 
comment  varie  cette  surface  quand  on  fait  varier  a.  (Bacc,  Nancy, 
5  novembre  1887.) 

1502.  On  circonscrit  à  un  hémisphère  de  rayon  donné  R  un  cône 
droit  dont  la  base  repose  sur  le  plan  diamétral.  Déterminer  la  hau- 
teur à  donner  à  ce  cône  pour  que  sa  surface  totale  soit  égale  à  celle 
d'un  cercle  de  rayon  donné  a.  (Sorbonne,  15  juillet  1874.) 

1503.  Quelle  doit  être  la  hauteur  d'un  cône  circulaire  droit  cir- 
conscrit à  une  sphère  de  rayon  donné,  pour  que  le  rapport  delà  sur- 
face totale  du  cône  à  la  surface  de  la  sphère  soit  égal  à  un  nombre 
donné  m.  (Sorbonne,  19  juillet  1872.) 

1504.  Une  portion  de  cheminée  d'usine  a  la  forme  d'un  tronc  de 


QUESTIONS   PROPOSÉES  A   DIVERS   EXAMENS  391 

cône  dont  la  hauteur  est  h  et  dont  les  bases  ont  pour  rayons  respec- 
tifs :  1*  grande  base,  rayon  intérieur  R,  rayon  extérieur  R  +  a; 
2°  petite  base,  rayon  intérieur  r,  rayon  extérieur  r -\-  b.  Évaluer  le 
volume  de  la  maçonnerie.  —  Cas  de  6  =  o.  —  Application  :  /i  =  15", 
R  =  l-,123,  r  =  0,65,  6  =  a  =  0,94.  (Lille,  dipl.  de  l'ens.  spéc,  1879.) 

1505.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  est  compris  entre  ceux  de  deux 
cylindres  de  même  hauteur  que  le  tronc  de  cône,  dont  le  premier 
aurait  pour  base  la  section  parallèle  et  équidistante  des  bases  du  tronc, 
et  dont  le  second  aurait  pour  base  la  moyenne  arithmétique  des  deux 
bases  du  tronc  de  cône.  —  On  fera  voir,  en  outre,  que  le  volume  du 
premier  cylindre  est  deux  fois  plus  approché  que  celui  du  second  de 
la  vraie  valeur  du  tronc  de  cône.  (Clermont,  dipl.  de  l'ens.  spéc,  1875.) 

1506.  Les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  sont  R  et  r;  quelle 
doit  être  la  hauteur  du  tronc  pour  que  la  surface  latérale  soit  égale 
à  la  somme  des  surfaces  des  bases?  (Sorbonne,  21  juillet  1883.) 

1507.  Dans  un  tronc  de  cône  on  donne  l'arête  a,  l'angle  a  de  cette 
arête  avec  le  plan  de  la  grande  base  et  la  surface  totale  iîin!.  Calculer 
les  rayons  x  et  y  des  deux  bases.  Le  problème  est-il  toujours  possible 
quelle  que  soit  la  surface  donnée,   les  autres  données  restant  les 

13 

mêmes? — Application  :  a  =  60,  m2  =  -5-a2.  (Clermont,  Bacc.  sp., 

avril  1887.) 

1508.  On  donne  le  volume,  la  hauteur  et  la  différence  des  rayons 
des  bases  d'un  tronc  de  cône  droit.  Trouver  les  rayons  de  ces  bases. 
—  Application  :  V  =  36dc-;  /i  =  0m,25;  différence  des  rayons:  0œ,15. 
(Lyon,  dipl.  de  l'ens.  spéc,  1878.) 

1509.  Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône,  connaissant 
son  volume  -^  ■nàî,   sa  hauteur  h  et  la  somme  26  des  rayons  des 

bases.  (Sorbonne,  29  avril  1885.) 

1510.  Déterminer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  dont  on 
connaît  la  hauteur  h,  la  somme  ua2  des  surfaces  des  bases,  et  la  dif- 
férence V  entre  le  volume  de  ce  tronc  de  cône  et  celui  d'un  cylindre 
de  même  hauteur  et  dont  la  base  serait  la  section  équidistante  des 
deux  bases  du  tronc  de  cône.  (Sorbonne,  12  mai  1886.) 

1511.  Connaissant  les  rayons  a  et  6  des  deux  bases  d'un  tronc  de 
cône  et  la  hauteur  h,  déterminer  sur  la  droite  qui  joint  les  centres 
des  deux  bases  un  point  S  tel  que  les  deux  cônes  ayant  ce  point  pour 
sommet  et  pour  bases  respectivement  les  deux  bases  du  tronc  de 
cône  aient  leurs  surfaces  latérales  équivalentes.  (  Sorbonne,  25  octobre 
4875.) 

1512.  Étant  donné  un  cône  de  révolution  à  deux  nappes  et  deux 
sections  parallèles  telles  que  leur  distance  soit  égale  à  une  quantité 
donnée  h,  on  déplace  les  plans  parallèles  en  leur  conservant  une  di- 
rection fixe  et  la  même  distance.  On  demande  :  1°  de  trouver  l'ex- 
pression du  volume  ainsi  formé;  2°  d'étudier  les  variations  de  la 
fonction.  (Bacc,  Poitiers,  24  *vril  1884.) 
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1513.  On  donne  la  hauteur  h  et  l'arête  l  d'un  tronc  de  cône  entiè- 
rement circonscrit  à  une  sphère.  On  propose  de  calculer,  d'après  ces 
données,  la  surface  totale  et  le  volume  du  tronc.  (Bacc,  Lyon, 
21  juillet  1886.) 

1514.  Calculer  les  rayons  x  et  y  des  bases  d'un  tronc  de  cône  cir- 
conscrit à  une  sphère  de  rayon  donné  a,  sachant  que  le  volume  du 
tronc  égale  deux  fois  celui  de  la  sphère.  (Sorbonne,  10  novembre  1881.) 

1515.  Déterminer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  circons- 
crit à  une  sphère  de  rayon  donné  R,  et  tel  que  sa  surface  totale  soit 
dans  un  rapport  donné  m  avec  sa  surface  latérale.  (Bacc,  Toulouse, 
16  juillet  1887.) 

1516.  Calculer  le  rayon  d'une  sphère,  connaissant  le  diamètre  ( 
d'une  section  faite  perpendiculairement  au  plan  d'un  grand  cercle,  la 
hauteur  h  d'un  point  M  de  ce  grand  cercle  au-dessus  du  plan  sécant, 
ainsi  que  la  distance  d  du  pied  de  cette  hauteur  au  centre  I  de  la  sec- 
tion. (Bacc,  Dijon,  1872.) 

1517.  On  donne  une  droite  AB  =  a  et  un  point  C  sur  cette  droite, 
et  l'on  construit  deux  sphères  ayant  pour  diamètres  les  deux  segments 
AC  et  BC  de  cette  droite.  On  demande  d'éludier  la  variation  de  la 
somme  des  volumes  de  ces  deux  sphères  quand  le  point  C  se  déplace 
de  A  en  B.  (Sorbonne,  3  mai  1886.) 

1518.  On  donne  le  volume  compris  entre  deux  sphères  concen- 
triques -n  *a*.  Connaissant  la  différence  des  rayons  de  ces  deux 
sphères,  trouver  le  rayon  de  la  plus  grande.  (Sorbonne,  27  avril  1885.) 

1519.  Deux  sphères  de  rayons  R  et  r  sont  concentriques;  calculer 
le  volume  du  segment  sphérique  déterminé  dans  la  plus  grande  par 
un  plan  tangent  à  la  petite.  (Sorbonne,  1878.) 

1520.  Mener  dans  une  sphère  de  rayon  donné  R  trois  plans  paral- 
lèles tels  que  les  quatre  zones  obtenues  soient  entre  elles  comme  les 
termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  donnée  q.  (Sorbonne, 
21  avril  1887.) 

1521.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné  R,  déterminer  la  hauteur 

d'une  zone  à  une  base,  sachant  que  la  surface  de  la  zone  augmentée 

4 

de  la  surface  de  la  base  est  une  fraction  déterminée  —  de  la  surface 

m 

de  la  sphère.  (Sorbonne,  14  novembre  1885.) 

1522.  A  quelle  distance  du  centre  d'une  sphère  de  rayon  donné  R 
faut-il  mener  un  plan,  pour  qu'en  ajoutant  à  chaque  zone  l'aire  de 
la  section,  les  deux  sommes  soient  dans  un  rapport  donné  m?  Mon- 
trer que  le  problème  a  toujours  une  solution  et  une  seule.  (Sorbonne, 
18  avril  1887.) 

1523.  On  donne  une  sphère  de  rayon  R  ;  déterminer  sur  le  dia- 
mètre AB  de  cette  sphère  la  longueur  AC  =  cc  de  façon  que,  en  me- 
nant par  le  point  C  le  plan  DCE  perpendiculairement  au  diamètre,  la 
somme  de  la  surface  de  la  zone  dont  la  hauteur  est  AC  et  de  la  sur- 
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face  latérale  du  cône  DOE,  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère 
et  pour  base  la  section,  soit  égale  à  une  surface  donnée  rca2.  (Sor- 
bonne,  5  juillet  1877.) 

1524.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  cône  circulaire  droit,  de 
manière  que  la  surface  latérale  de  ce  cône  soit  équivalente  à  celle  de 
la  calotte  sphérique  de  même  base  que  le  cône.  (Bacc,  Lyon,  30  îuïl- 
let  1885.) 

1525.  Les  rayons  des  deux  cercles  de  base  et  la  hauteur  d'un  seg- 
ment sphérique  sont  trois  lignes  dans  le  rapport  des  nombres  2,  y/3  et  1. 
Le  volume  de  ce  segment  est  équivalent  à  celui  d'une  sphère  de 
rayon  R.  On  demande  de  calculer  les  dimensions  de  ce  segment  sphé- 
rique. (Bacc,  Lyon,  31  juillet  1886.) 

1526.  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  donné  R  un  cylindre  tel 
que  son  volume,  ajouté  à  trois  fois  les  volumes  des  segments  sphé- 
riques,  placés  sur  ses  bases  donne  une  somme  égale  à  un  volume 
donné  V.  Maximum  de  ce  volume.  (Bacc,  Tournon,  20  juillet  1882.) 

1527.  Dans  une  sphère  de  rayon  R,  on  a  inscrit  un  cylindre  tel  que 
son  volume  égale  la  somme  des  deux  segments  sphériques  placés  sur 
ses  bases.  Calculer  la  hauteur  de  ces  segments.  (Sorbonne,  27  avril 
1875.) 

1528.  Couper  une  sphère  par  un  plan,  de  manière  que  le  segment 
enlevé  ait  même  volume  que  le  cône  qui  aurait  pour  base  la  base  du 
segment  et  pour  sommet  l'extrémité  du  diamètre  perpendiculaire  au 
plan  sécant.  (Dipl.  d'études,  Clermont,  1869;  Sorbonne,  13  juillet  1870.) 

1529.  A  quelle  distance  du  centre  d'une  sphère  de  rayon  donné  R 
faut-il  mener  un  plan  pour  que  le  volume  du  segment  sphérique  en- 
levé soit  équivalent  au  volume  du  cône  qui  a  pour  base  la  section  et 
pour  sommet  le  centre  de  la  sphère?  (Sorbonne,  9  juillet  1872  ;  Ajaccio, 
30  juin  1887;  Besançon,  22  juillet  1887.) 

1530.  Couper  une  sphère  de  rayon  donné  R  par  un  plan  tel  que  le 
plus  grand  segment  sphérique  qu'il  détermine  soit  dans  un  rapport 
donné  m  avec  le  cône  ayant  pour  base  la  section  et  pour  sommet  le 
centre  de  la  spbère.  (Sorbonne,  27  juillet  1886.) 

1531.  Couper  une  sphère  de  rayon  donné  R  par  un  plan  tel  que  le 
rapport  des  volumes  des  segments  obtenus  soit  égal  à  m  fois  le  rap- 
port des  aires  des  calottes  correspondantes.  (Sorbonne,  25  avril  1887.) 

1532.  On  donne  une  sphère  de  rayon  R.  On  demande  à  quelle  dis- 
tance du  centre  il  faut  mener  le  plan  d'un  petit  cercle  pour  que  si 
l'on  considère  le  cône  circonscrit  à  la  sphère  suivant  ce  petit  cercle, 
la  partie  du  volume  du  cône  qui  est  extérieure  à  la  sphère  soit  à  la 

partie  intérieure  dans  un  rapport  donné  m.  —  Quelle  est  la  valeur 

o 
minimum  de  m?  —  Application  :  m=  -rrr.  (Bacc,  Grenoble,  23  avril 

1888.) 

1533.  Couper  un  hémisphère  de  rayon  donné  R  par  un  plan  paral- 
lèle à  la  base ,  de  telle  sorte  que  le  segment  sphérique  à  une  base  ait 
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un  volume  égal  à  celui  du  cylindre  qui  aurait  pour  base  la  section  et 
pour  hauteur  la  distance  des  plans  parallèles.  (Bacc,  Nancy,  29  juil- 
let 1885;  Sorbonne,  29  avril  1687.) 

1534.  Couper  un  hémisphère  de  rayon  donné  R  par  un  plan  paral- 
lèle à  la  base,  de  telle  sorte  que  le  volume  du  segment  sphérique 
compris  entre  les  deux  plans  soit  au  volume  du  tronc  de  cône  inscrit 
dans  ce  segment  dans  un  rapport  donné  m.  Condition  pour  que  le 
problème  soit  possible.  (Sorbonne,  25  juillet  1876;  17  juillet  1888.) 

1535.  On  donne  deux  plans  parallèles,  chacun  d'eux  renferme  la 
base  d'une  pyramide  dont  le  sommet  est  dans  l'autre.  Ces  deux  bases 
sont  connues  ainsi  que  les  distances  des  deux  pians.  On  demande  de 
mener  un  troisième  plan  parallèle  aux  deux  premier»  et  qui  déter- 
mine, dans  les  deux  pyramides,  des  sections  dont  la  somme  des  aires 
ait  une  valeur  donnée.  —  Discussion.  (Caen,  brevet  de  l'ens.  spéc.1878.) 

1536.  Un  cône  et  un  cylindre  de  révolution  ont  une  même  base  de 
rayon  R  et  même  hauteur  h;  on  demande  à  quelle  distance  de  la 
La^tr  il  faut  mener  un  pian  parallèle  pour  que  le  tronc  de  cône  soit 
équivalent  au  volume  compris  entre  le  cylindre  et  ie  tronc  de  i 
(Pans,  Bacc.  spéc,  5  août  1886.) 

1537.  On  a  placé  sur  un  plan  un  cône  dont  le  rayon  est  a  et  la  hau- 
teur 4a,  et  une  sphère  dont  le  diamètre  est  égal  à  la  hauteur  du  cône. 
A  quelle  distance  du  plan  faut- il  mener  un  plan  parallèle  pour  que 
les  deux  volumes  interceptés  soient  équivalents? (Paris,  Bacc.  spéc, 
octobre  1887.) 

1538.  On  pose  sur  un  plan  horizontal  P  une  sphère  de  rayon  R  et 
un  .cône  droit  dont  le  rayon  de  base  est  R  et  ia  hauteur  2R.  A  quelle 
distance  x  du  plan  P  faut-il  mener  un  plan  horizontal  0  pour  que 

jine  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  plan»  P  et  Q  soit  égal 
à  n  fois  Je  volume  du  segment  sphérique  compris  entre  les  i 
plans?  Pour  quelles  valeurs  de  n  le  problème  est-ii  possible?  (Cer- 
tificat d'aptitude  pédagogique,  juillet  1885;  Bacc,  Nancy,  6  novem- 
bre 1888.) 

1539.  On  a  placé  sur  un  plan  une  sphère  de  rayon  r  et  un  cône  de 
rayon  R  et  de  hauteur  2r.  A  quelle  distance  x  du  plan  faut-il  mener 
un  plan  parallèle  pour  que  les  deux  volumes  interceptés  soient  équi- 
valents?—  Discuter.  —  Etudier  la  position  de  ce  plan  sécant  par  rap- 
port au  centre  de  la  sphère.  (  Saint- Cyr,  1883.) 

1540.  Etant  donné  un  demi-cercle  de  rayon  R,  mener  une  corde  DE 
parallèle  au  diamètre  AB  telle  que  les  surfacs  engendrées  par  les 
deux  droites  DE  et  EB  tournant  autour  de  AB  soient  dans  un  rap- 
port donné  m.  (Sorbonne,  22  octobre  1887.) 

1541.  Dans  un  trapèze  ABCD  les  angles  consécutifs  A  et  C  sont 
droits;  on  donne  les  côtés  parallèles  AB  =  a,  CD  =6  et  le  côté 
AC  =  /i.  On  coupe  le  trapèze  par  une  droite  EF  =  a;  parallèle  aux 
deux  bases.  Par  la  considération  des  aires  ABEF,  CbEF,  ABCD, 
calculer  les  segments  AE  et  CE  de  la  droite  AC.  On  fait  tourner  la 
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figure  autour  de  AC;  calculer  les  volumes  engendrés  par  les  deux 
trapèzes  partiels.  Déterminer  la  longueur  x  de  façon  que  ces  vo- 
lumes soient  égaux.  (Bacc,  Toulouse,  juillet  1882.) 

1542.  La  hauteur  AB  d'un  rectangle  ABCD  étant  égale  à  1  m., 
trouver  une  longueur  DE  moindre  que  CD,  telle  que  les  volumes  en- 
gendrés par  le  quadrilatère  AECB  tournant  1°  autour  de  AD,  2°  au- 
tour de  BC,  soient  dans  le  rapport  de  26  à  19.  (Ghambéry,  Bacc. 
spéc,  avril  1887.) 

1543.  Par  un  point  de  la  base  d'un  triangle  équilatéral  de  côté  a, 
on  mène  deux  parallèles  aux  côtés.  Déterminer  la  distance  de  ce  point 
au  sommet  voisin  pour  que  le  volume  engendré  par  le  parallélo- 

2 
gramme  soit  les  -^   du  volume  engendré  par  le  triangle  lorsque  la 

figure  tourne  autour  de  sa  base.  (Sorbonne,  20  juillet  1883.) 

1544.  Un  triangle  rectangle  tourne  autour  de  son  hypoténuse  ;  on 
donne  le  périmètre  2p  et  l'hypoténuse  a  de  ce  triangle,  et  l'on  de- 
mande :  1*  de  calculer  le  volume  engendré,  2°  de  chercher  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de  ce  volume  quand  l'hypoténuse  a  varie,  le 
périmètre  2p  restant  constant.  (Bacc,  Grenoble,  28  juillet  1885.) 

1545.  Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont 
l'hypoténuse  est  a,  sachant  que  le  volume  engendré  par  ce  triangle 
tournant  autour  de  l'hypoténuse  égale  celui  d'une  sphère  de  rayon 
égal  à  6.  (Sorbonne,  12  juillet  1872.) 

1546.  Un  triangle  rectangle  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
plan  et  parallèle  à  l'hypoténuse  dont  la  longueur  a  est  donnée,  ainsi 
que  sa  distance  d  à  l'axe.  On  connaît  de  plus  le  volume  nb3  engendré 
par  le  triangle.  Déterminer  les  côtés  de  ce  triangle.  (Bacc,  Montpel- 
lier, 8  novembre  1884.) 

1547.  Inscrire  dans  une  circonférence  donnée  un  triangle  rectangle 

o 
tel  que  ce  triangle  engendre  un  volume  donné  -g-  sim3  en  tournant 

autour  de  la  tangente  à  la  circonférence  menée  par  le  sommet  de 
l'angle  droit.  Calculer  les  côtés  de  ce  triangle.  (Bacc,  Montpellier, 
1«  avril  1887.) 

1548.  Sur  une  droite  fixe  AP,  de  longueur  a,  on  prend  une  longueur 
AB  =  £c,  sur  laquelle  on  décrit  comme  diamètre  un  demi -cercle,  et, 
par  lepoint  P,  on  mène  la  tangente  PC;  enfin  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire CD  sur  AP.  Déterminer  x  par  la  condition  que,  la  figure 
tournant  autour  de  AP,  le  volume  engendré  par  le  segment  ACD 
égale  m  fois  le  volume  engendré  par  le  triangle  GDP.  m  peut -il 
prendre  toutes  les  valeurs  possibles  quand  le  point  B  varie  entre  A 
et  P?  (Bacc,  Besançon,  25  juillet  1888.) 

1549.  Etant  donné  un  demi -cercle  de  rayon  R,  déterminer  la  po- 
sition d'une  corde  CD  parallèle  au  diamètre  AB,  de  telle  sorte  que  si 
l'on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre,  la  somme  des  volumes 
engendrés  par  les  segments  égaux  AmC,  DnB  soit  équivalente  au  vo- 
lume engendré  par  le  rectangle  GDEF.  (Paris,  Bacc  spéc,  5  août  1887.) 
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1550.  Trouver  sur  une  demi-circonférence  ACB  de  rayon  donné  R 
un  point  C  tel  que  si  l'on  joint  CB  et  qu'on  abaisse  CD  perpendicu- 
laire sur  le  diamètre ,  les  volumes  engendrés  par  le  segment  BNG  et 
le  triangle  OCD  tournant  autour  de  AB  soient  équivalents.  (Sorbonne, 
5  novembre  1872.) 

Déterminer  la  distance  OD  =  as  telle  que  le  segment  AMG  et  le 
secteur  BOC  engendrent  des  volumes  équivalents.  (Bacc.  spéc,  Lille, 
21  novembre  1887.) 

1551.  On  donne  l'hypoténuse  BC  =  a  d'un  triangle  rectangle;  on 
lui  circonscrit  une  demi-circonférence  BMANC;  on  demande  de  déter- 
miner la  bauteur  AD  =  x  de  manière  que  le  volume  engendré  par 
les  deux  segments  BMA,  ANC  soit  égal  à  une  sphère  de  rayon  R.  — 
Condition  de  possibilité.  (Sorbonne,  24  octobre  1874.) 

1552.  On  donne  un  quart  de  cercle  AOB  de  rayon  R.  Par  un  point 
M  de  l'arc  AB,  on  mène  la  tangente  MC,  la  perpendiculaire  MD  à  OB 
et  le  rayon  OM.  Déterminer  le  point  M  de  telle  sorte  que,  en  faisant 
tourner  la  figure  autour  de  OA,  le  rapport  des  volumes  engendrés 
par  le  secteur  BOM  et  par  le  trapèze  OCMD  soit  égal  km.  —  Ap- 
plication :  m  =  2.  (Bacc,  Clermont,  28  juillet  1887.) 

1553.  On  donne  un  cercle  de  rayon  R  et  les  tangentes  aux  extré- 
mités d'un  diamètre  AB.  Si  l'on  mène  une  troisième  tangente  CD, 
1-  démontrer  que  AD  .  BC  =  R*  (  Bacc,  Alger,  23  mars  1881  )  ;  2°  me- 
ner la  tangente  GD  de  manière  que  le  volume  du  tronc  de  cône  en- 
gendré par  le  trapèze  ABCD  tournant  autour  de  AB  soit  dans  un 
rapport  donné  m  avec  le  volume  de  la  sphère  engendrée  par  le  cercle. 
—  Minimum  de  m.  (Bacc,  Grenoble,  15  avril  1885;  Nancy,  Bacc. 
spéc,  avril  1887;  Caen,  7  novembre  1887.) 

1554.  Étant  donné  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  =  2R  et  un  point 
P  situé  sur  ce  diamètre  à  une  distance  a  du  centre,  mener  par  ce 
point  P  une  droite  qui  divise  le  demi-cercle  en  deux  parties  telles 
que,  si  l'on  fait  tourner  la  Sgure  autour  de  AB,  les  volumes  engen- 
drés par  chacune  des  parties  soient  équivalents.  ( Saint- Cyr,  1869.) 

1555.  Sur  une  droite  AB  on  décrit  une  demi -circonférence;  au 
point  B  on  mène  la  tangente  BT;  sur  cette  tangente,  trouver  un 
point  M  tel  qu'en  le  joignant  au  point  A  et  en  désignant  par  N  le 
point  de.  MA  qui  est  sur  la  circonférence,  si  la  figure  tourne  autour 
de  AB,  le  volume  engendré  par  ANB  soit  égal  au  volume  engendré 
par  MBN.  (Saint-Cyr,  concoure  de  1877.) 

1556.  Un  triangle  isocèle  étant  circonscrit  à  un  cercle  de  rayon 
donné  r,  on  demande  :  1°  la  relation  qui  existe  entre  la  hauteur  x 
du  triangle  et  sa  demi-base  y;  2*  de  déterminer  x  de  telle  sorte  que 
le  volume  du  cône  engendré  parla  rotation  du  triangle  autour  de  sa 
hauteur  égale  le  volume  d'une  sphère  de  rayon  donné  m;  3°  d'en 
déduire  la  valeur  de  x  lorsque  le  cône  a  le  plus  petit  volume  pos- 
sible. (Lille,  Bacc  spéc,  novembre  1886.) 

1557.  On  donne  un  rectangle  ABCD  dont  les  côtés  sont  AB  =  a, 
BC  =  b.  On  prend  sur  le  côté  DC  une  longueur  DE  =  x  et  sur  le 
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prolongement  de  BG  la  même  longueur  CF  =  œ.  Déterminer  x  par 
la  condition  que  le  volume  engendré  par  le  quadrilatère  AEFB  tour- 
nant autour  de  AB  soit  égal  au  volume  engendré  par  le  rectangle 
ABCD.  —  Condition  de  possibilité  du  problème.  —  Peut-on  inter- 
préter les  solutions  négatives?  (Bacc,  Besancon,  29  octobre  1884  et 
20  juillet  1885.) 
1558.  On  donne  un  carré  ABGD  de  côté  a  ©t  l'on  propose  de  dé- 

BE        x 
terminer  le  rapport   g j-  =  —  tel  que  si  Ton  tire  la  droite  DEF  qui 

rencontre  en  F  le  prolongement  de  BG,  et  qu'on  fasse  tourner  la 
figure  autour  de  AB,  la  somme  des  volumes  engendrés  par  les 
triangles  ADE  et  BEF  soit  équivalente  à  celui  d'une  sphère  de  rayon 

donné  R.  —  Quel  doit  être  1*  rapport  —  pour  que  cette  somme  soit 

la  plus  petite  possible  et  quel  sera  ce  minimum  ?  Donner  la  valeur 
du  même  rapport  quand,  au  volume  de  la  sphère,  on  substitue  celui 
du  cylindre  engendré  par  le  carré.  (Nancy,  dipl.  de  l'ens.  spécial, 
juillet  1880.) 


VIII.  —  Conrbes  usuelles. 


1559.  Connaissant  le  grand  axe  la  d'une  ellipse  et  la  distance  focale 
2e,  calculer  les  distances  maximum  et  minimum  du  centre  à  un  point 
de  la  courbe.  (École  centrale,  oral  1887.) 

1560.  Sur  une  ellipse  définie  par  son  grand  axe  la  et  la  distance 
focale  2c,  on  prend  un  point  M  distant  d'une  longueur  donnée  r  de 
l'un  des  foyers,  et  l'on  mène  la  normale  et  la  tangente  en  ce  point, 
limitées  au  grand  axe.  On  demande  :  !•  les  distances  du  pied  de  la 
normale  aux  deux  foyers;  2*  les  distances  du  pied  de  la  tangente  aux 
mêmes  points;  3°  la  longueur  à  donner  à  r  pour  que  la  distance 
entre  le  pied  de  la  normale  et  le  pied  de  la  tangente  égale  la  distance 
focale  2c.  (Bacc,  Lille,  6  novembre  1879.) 

1561.  En  un  point  M  d'une  ellipse  dont  le  grand  axe  égale  2a  et  la 
distance  focale  2c,  on  mène  la  tangente  et  la  normale  qui  coupent  le 
grand  axe  et  son  prolongement  aux  points  T  et  N.  Cela  posé,  on  de- 
mande de  résoudre  les  deux  questions  suivantes  : 

1°  On  donne  la  longueur  r  du  rayon  vecteur  qui  joint  le  foyer  F 
au  point  M,  et  l'on  demande  les  longueurs  des  droites  FN,  FT  et  NT. 

2*  Le  point  M  n'étant  pas  donné,  déterminer  sa  position  sur  l'el- 
lipse par  la  condition  que  NT  ait  une  longueur  donnée  m.  (Bacc, 
Montpellier,  19  juillet  1887.) 

1562.  Un  point  M  placé  sur  une  ellipse  donnée,  à  une  distance 
MF=r  de  l'un  des  foyers,  est  sollicité  par  deux  forces  représentées 
«n  grandeur  et  en  direction  par  la  normale  MN  et  la  tangente  MT, 
limitées  au    grand  axe.    1»  Trouver  la  grandeur  d«  la  résultante; 
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2»  déterminer  le  rayon  r  de  manière  que  cette  résultante  passe  au 
sommet  A,  et  calculer  la  résultante  dans  ce  cas.  (Bacc,  Lille,  18  juil- 
let 1887.) 

1563.  Du  centre  d'une  ellipse  dont  on  connaît  le  grand  axe  2a  et 
la  distance  focale  2c,  on  décrit  avec  un  rayon  R  un  cercïe  qui  ren- 
contre la  courbe  en  deux  ou  quatre  points  M.  Calculer  les  rayons 
vecteurs  de  l'un  de  ces  points,  et  déduire  des  formules  obtenues  la 
condition  de  possibilité  du  problème.  (Bacc,  Lille,  14  juillet  1879; 
Poitiers,  9  novembre  1883.) 

1564.  On  connaît  dans  une  ellipse  le  grand  axe  2a  et  la  distance 
focale  2c.  En  un  point  M  ,  distant  du  centre  d'une  longueur  don- 
née R,  on  mène  la  normale  MN  limitée  au  grand  axe.  Calculer: 
1°  les  di3tances  du  pied  de  la  normale  aux  foyers  et  au  centre;  2°  la 
longueur  de  la  normale,  et  trouver  le  maximum  de  cette  longueur 
quand  le  point  M  se  déplace  Bur  l'ellipse.  (Bacc,  Lille,  1884.) 

1565.  Dans  une  ellipse,  dont  on  connaît  le  grand  axe  2a  et  la  dis- 
tance focale  2c,  on  prend  sur  la  courbe  un  point  M  distant  d'une 
longueur  donnée  r  de  l'un  des  foyers.  On  demande  de  calculer  la 
distance  de  ce  point  M  au  centre  et  aux  deux  axes  de  la  courbe. 
(Bacc,  Lille,  1884.) 

1566.  Un  point  M  situé  sur  une  ellipse  donnée,  à  une  distance 
MF  =  r  de  l'un  des  foyers,  est  sollicité  par  deux  forces  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par  les  deux  rayons  vecteurs  MF  et  MF'. 
Calculer  la  résultante  de  ces  forces  et  l'angle  a  qu'elle  fait  avec  le 
grand  axe.  Calculer  et  construire  ensuite  géométriquement  la  valeur 
de  r  pour  laquelle  cette  résultante  est  double  de  r;  valeur  de  l'an- 
gle a  dans  ce  cas.  (Bacc,  Lille,  25  juillet  1887.) 

1567.  Dans  une  ellipse  définie  par  son  grand  axe  2a  et  la  distance 
focale  2c,  on  prend  un  point  M  distant  du  foyer  F  d'une  longueur  r 
et  l'on  mène  l'ordonnée  MP  de  ce  point.  Trouver  la  surface  du 
triangle  F'MP  et  le  maximum  de  cette  surface  quand  on  fait  va- 
rier r.  (Bacc,  Lille,  juillet  1879.) 

1568.  Sur  une  droite  indéfinie  X'X,  de  part  et  d'autre  d'un  point 
fixe  0,  on  prend  deux  points  A'  A  tels  que  OA'  =  OA  =  a;  puis, 
d'un  même  côté  de  0,  deux  points  variables   D,  D'  liés  par  la  rela- 

tion  î^A'^TFX7"  et  enfin  Ie  point  P  au  milieu  de  DD'-  Soit  op=x- 
On  exprimera  d'abord  les  segments  OD,  OD',  DD'  en  fonction  de  x; 
on  prendra  ensuite  sur  une  perpendiculaire  à  X'X  menée  par  le  point 

P  une  longueur  PM= — „ —  et  l'on  joindra  le  point  M  aux  points 

F',  F  tels  que  0F'  =  0F  =  av/2~.  On  propose  de  calculer  les  dis- 
tances MF',  MF  ainsi  que  leur  différence  et  d'en  conclure  la  nature 
du  lieu  géométrique  du  point  M  lorsque  les  points  D,  D'  varient. 
(Bacc,  Poitiers,  16  juillet  1888.) 

1569.  Étant  donné  un  triangle  équilatér^l  ABC.  construire  udc 
parabole  ayant  pour  foyer  le  point  A  et  passant  par  les  deux  points 
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B  et  C;  montrer  que  le  problème  admet  deux  solutions,  et  calculer 
en  fonction  de  BC  la  distance  du  point  A  à  la  directrice  de  chacune 
des  paraboles.  (Bacc,  Caen,  23  avril  1888.) 

1570.  On  donne  la  distance  p  du  foyer  d'une  parabole  à  sa  direc- 
trice et  l'angle  a  que  fait  avec  l'axe  une  tangente  à  la  courbe.  On 
demande  de  calculer  la  longueur  de  la  portion  de  cette  tangente 
comprise  entre  son  point  de  contact  et  le  point  où  elle  rencontre  Taxe 
de  la  parabole.  (Sorbonne,  20  juillet  1888.) 

1571.  Mener  à  une  parabole  donnée  une  tangente  telle  que  la 
partie  comprise  entre  le  point  d8  contact  et  l'axe  ait  une  longueur 
donnée  1.  (Bacc,  Dijon,  avril  1877.) 

1572.  Dans  une  parabole  donnée ,  une  corde  MN  de  longueur  con- 
nue a  passe  par  le  foyer  F.  Calculer  ses  deux  segments  FM  et  FN 
en  fonction  de  a  et  de  la  distance  p  du  foyer  à  la  directrice.  (Bacc, 
Dijon,  juillet  1878;  Montpellier,  30  mars  1887.) 

1573.  Du  sommet  d'une  parabole  comme  centre,  on  décrit  une  cir- 
conférence qui  passe  par  le  foyer.  En  appelant  M  l'un  des  points 
d'intersection  de  la  circonférence  et  de  la  parabole,  trouver  les  dis- 
tances de  ce  point  au  foyer  et  à  l'axe  de  la  parabole.  (Bacc,  Lille, 
16  juillet  1884.) 

1574.  Une  ellipse  et  une  parabole  ont  un  foyer  commun ,  et  le  som- 
met de  la  parabole  coïncide  avec  le  centre  de  l'ellipse.  Connaissant 
le  grand  axe  et  la  dislance  focale  de  l'ellipse,  trouver:  1*  la  distance 
du  foyer  commun  à  l'un  des  points  M  d'intersection  des  deux  courbes; 
2°  les  distances  de  ce  foyer  aux  points  où  la  tangente  en  M  à  la  pa- 
rabole et  la  normale  en  M  à  l'ellipse  rencontrent  le  grand  axe. 
(Lille,  Bacc.) 


IX.  —  Progressions.  Logarithmes,  intérêts 
composés. 


1575.  Quelle  est  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progres- 
sion :    n~1  ,     n~2  ,     n~3  ,...  (Sorbonne,  22  juillet  1872.) 

1576.  On  demande  de  trouver  les  termes  d'une  progression  arith- 
métique telle  que  la  somme  des  n  premiers  termes  égale  n  +  1  fois 
la  moitié  du  terme. auquel  on  s'arrête.  (Sorbonne,  18  juillet  1873.) 

1577.  Déterminer  le  premier  terme  et  la  raison  d'une  progression 
arithmétique ,  sachant  que   la   somme   de    ses    n  premiers  termes 

n* 

sst  -g-,  quel  que  soit  n.  (Sorbonne,  17  novembre  1883.) 

1578.  Trouver  le  premier  terme  et  la  raison  d'une  progression 
arithmétique,  sachant  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette 
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progression  est,  pour  toutes  les  valeurs  des  n,  égale  à  u(3n-fl). 
(  École  normale  de  Sèvres ,  concours  de  1885.) 

Même  question,  la  somme  des  n  premiers  termes  étant  —   o 
(Bacc,  Dijon,  juillet  1880.) 

1579.  La  somme  des  m  premiers  termes  d'une  progression  arith- 
métique dont  le  premier  terme  est  x  et  la  raison  y  est  n;  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  même  progression  est  m.  Calculer  la 
somme  des  m  +  n  premiers  termes  et  celle  de  m  —  n  premiers 
termes.  (Bacc,  Bordeaux,  28  octobre  1887.) 

1580.  Trouver  quatre  nombre  en  progression  arithmétique  connais- 
sant leur  somme  ka  et  la  somme  46*  de  leurs  carrés.  (Sorbonne, 
12  novembre  1885,  Alger,  Bacc.  spéc,  2  juillet  1888.) 

1581.  Déterminer  cinq  nombres  en  progression  arithmétique  con- 
naissant leur  somme  5a  et  leur  produit  ps.  (Bacc,  Montpellier, 
23  avrU  1884.) 

1582.  Déterminer  cinq  nombres  en  progression  géométrique  con- 
naissant leur  somme  a  et  leur  produit  b*.  (Bacc,  Montpellier, 
14  avril  1885.) 

1583.  Dans  une  progression  arithmétique  composée  de  trois  termes, 
on  connaît  la  somme  2a  des  trois  termes,  et  la  somme  6*  de  leurs 
quatrièmes  puissances.  Calculer  :  1°  le  terme  du  milieu,  et  2»  la 
raison  de  la  progression.  (Sorbonne,  22  juillet  1881.) 

1584.  Trouver  une  progression  arithmétique  de  cinq  termes,  con- 

1 
naissant  la  somme  5a  des  termes  et  la  somme  -g-  de  leurs  inverses. 

(Sorbonne,  14  novembre  1881.) 

1585.  Étant  donnés  les  nombres  12,  20  et  35,  peuvent- ils  faire 
partie  d'une  progression  arithmétique  ou  géométrique?  ( Saint -Cyr, 
oral,  1880.) 

1586.  Démontrer  qui  si  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  en  pro- 
gression géométrique,  la  raison  de  cette  progression  est  nécessaire- 
ment comprise  entre  -ç-(/5"— 1)  et  -^[i/5-i-i).  (Bacc,  Marseille,! 

31  juillet  1885.) 

1587.  Trouver  trois  nombres  en  progression  géométrique  tels  que 
leur  somme  soit  égale  à  a  et  celle  de  leurs  carrés  à  6*.  (Bacc,  Cler- 
mont,  8  novembre  1880.) 

1588.  Dans  une  progression  géométrique  de  n  termes,  on  donne  la 
somme  S  des  n  —  1  premiers  termes  et  la  somme  S'  des  n  —  1  der- 
niers. Trouver  la  raison  et  le  premier  terme.  (Sorbonne,  18  juillet  1882.) 

1589.  Vers  quelle  limite  tend  la  somme  de  tous  les  termes  suivants 

+  (  TT  +  172"  +  T73  +  -  )  +  (  2"  +  1  +  (2"  +  1)*  +  (2-  +  1)»  /' 
(Douai,  brevet  de  l'ens.  spéc,  1878.) 
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1590.  1°  On  considère  une  suite  de  triangles  ABC,  AjB,^,... 
A„BMCB  dont  chacun  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  pré- 
cédent. Calculer  la  limite  de  la  somme  deB  surfaces  de  ces  triangles 
pour  n  =  oC,  en  supposant  connue  la  surface  du  premier  triangle 
ABC.  Quand  n  augmente  indéfiniment,  le  triangle  ABBnC„  se  ré- 
duit à  un  point;  quel  est  ce  point?  (Sorbonne,  4  mai  1883.) 

2*  Étant  donné  un  tétraèdre  Tj ,  on  construit  successivement  les 
tétraèdres  Tj,  T3,  ...T„  dont  chacun  a  pour  sommets  les  centres  de 
gravité  des  faces  du  précédent,  et  l'on  demande  de  calculer  la  somme 
des  volumes  des  tétraèdres.  (Bacc,  Dijon,  12  avril  1886.) 

1591.  Dans  un  triangle  équilatéral  de  côté  aif  on  insent  un  cercle 
et  l'on  désigne  son  rayon  par  i\.  Dans  ce  cercle,  on  inscrit  un  triangle 
équilatéral  et  l'on  désigne  le  côté  de  ce  triangle  par  as;  puis  par  r, 
le  rayon  du  cercle  inscrit  â  ce  second  triangle.  On  continue  ainsi 
indéfiniment  à  tracer  des  triangles  équilatéraux  et  leurs  cercles  ins- 
crits. Calculer  la  limite  vers  laquelle  tend  : 

1°  La  somme  rl  +rt  +  rz  +  ...  des  rayons  des  cerclas  inscrits; 

2°  La  somme  ai+ai  +  aa+  ...  de3  côtes  des  triangles  équilatéraux; 

3*  La  somme  des  surfaces  des  cercles; 

4°  La  somme  des  surfaces  des  triangles; 

5*  La  somme  des  volumes  engendrés  par  les  triangles  tournant  au- 
tour de  leurs  hauteurs.  (École  de  physique  de  Paris,  16  juil- 
let 1885.) 

1592.  Dans  une  sphère  S  de  rayon  donné  R,  on  inscrit  un  cube  C; 
dans  ce  cube,  on  inscrit  une  seconde  sphère  S4;  dans  cette  sphère, 
on  inscrit  un  cube  Ct ,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  demande  : 
1»  de  calculer  les  rayons  des  sphères  St,  S4,  ...S„  et  la  limite  de 
leur  somme;  2°  d'évaluer  les  volumes  des  couches  spbériques  com- 
prises entre  S  et  Sj,  St  et  Sj,  etc.;  3°  de  vérifier  que  la  somme  de 
ces  volumes  en  nombre  infini  est  égale  au  volume  de  la  sphère  S. 
(Bacc,  Bordeaux,  9  juillet  1883;  Clermont,  4  novembre  1887.) 

1593.  Dans  chaque  intervalle  formé  par  deux  termes  consécutifs  de 
la  progression  géométrique  1,  q,  q1,  q3,  ...qH,  on  insère  k  moyens 
arithmétiques  dont  on  demande  la  somme  totale  exprimée  en  fonction 
des  quantités  q,  n,  k.  Que  devient  le  résultat  pour  une  progression 
décroissante  que  l'on  prolonge  indéfiniment?  (Bacc,  Dijon,  13  no- 
vembre 1885.) 

11111 
1594. 1°  Que  devient  l'expression:  1 — -  +  — r Tr+— r =r  +  ... 

a        a*       a3       a*        a5 

prolongée  è  l'infini  quand  le  nombre  a  supposé  positif  et  supérieur 

à  l'unité  s'approche  indéfiniment  de  1.  (Bacc,  Lille,  26  juillet  1884.) 

2°  A  quelle  fonction  algébrique  simple  est  équivalent  le  polynôme 

se —  y  +  2— — t-  +  ^r  —  -±r  +  .---  dont  les  termes  forment  une  pro- 
xx*       x*       x* 

gression  géométrique  indéfinie?  (Bacc,  Bordeaux,  26  mars  1887.) 

1595.   On  donne  un  cercle  de  rayon  a  et  deux  sécantes  AB  =  i, 

CD  =  2a  (cette  dernière  est  un  diamètre),  on  divise  la  demi -corde 
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EA  en  n  parties  égales,  et  l'on  demande  :  1°  de  calculer  la  portion 
OM  de  la  corde  CD,  sachant  que  EM  représente  m  divisions;  2*  de 
calculer  la  somme  des  carrés  de  MF  quand  m  varie  de  zéro  à  n, 
MF  étant  perpendiculaire  à  O.M.  (Bacc,  Clermont,  20  avril  1885.) 

1596.  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  suite  : 

1  +  2x  +  3x*  +  -..  ncc»-» 

(École  forestière,  concours  de  1882.) 

1597.  Sur  une-droite  XX'  on  marque  n  points  A,  B,  G,  ....N  dis- 
Jants  de  la  même  longueur  a,  et  on  les  numérote  1,  2,  3,  ...  n. 
Trouver  la  distance,  au  premier  point  A,  d'un  point  Y  de  la  droite, 
tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  AY,  BY,  ....  NY  aux 
autres  points  donnés  multipliés  par  les  numéros  correspondants 
1,  2,  ...  n,  c'est-à-dire  1  xÂTs-f-2xBYs-f...nxNY*  soit  un 
minimum.  (Bacc,  Lyon,  9  novembre  1885.) 

1598.  Résoudre  l'équation:    log(7x— 9)*  +  log(3x  —  4)2  =  2. 
(Bacc,  Bordeaux,  2  avril  1879.) 

1599.  Résoudre  l'équation  :  log/7x-r-5  +  log/2a:  +  3  =  l  +  log4,5. 
(Bacc,  Bordeaux,  16  avril  1880.) 

1600.  Trouver  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation  : 

log(35  — a»)  _3 
~~Iôg(5  —  x) 

(Bacc,  Bordeaux,  1880.) 

1601.  Une  personne  emprunte  une  somme  de  a  francs  pour  2  ans; 
elle  s'acquitte  par  deux  payements  de  b  francB  effectués  à  la  fin  de  la 
première  et  de  ia  seconde  année.  A  quel  taux  a-t-elle  emprunté,  les 
intérêts  étant  composés.  Discuter  les  conditions  de  possibilité  du  pro- 
blème. (Bacc,  Dijon,  novembre  1880.) 

1602.  On  emprunte  une  somme  de  A  à  5  p.  %  à  intérêts  composés. 
Quelle  annuité  faudra-t-il  payer  pour  qu'après  5  ans  cette  dette  soit 

réduite  à  A?  (Paris,  Bacc,  1872.) 

1603.  On  doit  payer  chaque  année  une  somme  de  2000  fr.  pendant 
12  ans;  par  quelle  somme  pourra  être  remplacée  cette  annuité  si  l'on 
veut  ne  faire  qu'un  seul  payement  au  bout  de  4  ans,  le  taux  étant 
5  p.  <7o?  (Paris,  Bacc,  1861.) 

1604.  Une  commune  a  fait  un  emprunt  de  23  795  fr.  a  4,5  p.  %; 
cette  commune  veut  se  libérer  au  moyen  d'annuités  qu'elle  obtient  en 
votant  0  fr.  04  extraordinaires;  pour  chaque  centime  voté  elle  perçoit 
769  fr.  par  an;  on  demande  :  1»  pour  combien  d'années  elle  doit 
8'imposer;  2»  quelle  somme  elle  aura  payée  ainsi.  (Dipl.  d'études, 
Poitiers,  1873.) 

1605.  Un  ouvrier  place  à  la  fin  de  chaque  année  une  gomme  de 
200  fr.  à  intérêts  composés  et  à  5  p.  %•  Au  bout  de  20  ans,  il  em- 
ploie la  somme  qui  lui  est  due,  et  à  laquelle  il  ajoute  200  fr.  écono- 
misés la  dernière  année,  à  acheter  de  la  rente  3  p.  %  au  cours  de 
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61,75.  Quelle  rente  recevra-t-il,  les  frais  de  courtage  étant  de  15  fr.  76? 
(Dipl.  d'études,  Clermont,  1874.) 

4606.  Un  industriel  a  emprunté  le  1"  janvier  1880  une  somme 
de  33640  fr.  dont  il  s'est  acquitté  en  deux  payements  égaux  de 
19448  fr.  10.  Le  premier  de  ces  payements  a  été  effectué  le  1"  jan- 
vier 1882  et  le  second  le  1"  janvier  1884.  On  demande  à  quel  taux 
exact  l'emprunt  a  été  fait,  sachant  que  pour  ces  sommes  on  a  tenu 
compte  des  intérêts  composés.  (École  navale,  concours  de  1884.) 

1607.  Une  personne  s'engage  à  verser  à  une  compagnie  d'assu- 
rances n  annuités  égaies  à  a  à  la  condition  que  la  compagnie  lui  ser- 
vira, pendant  les  2n  années  suivantes,  une  rente  annuelle  égale  à  6; 
le  premier  de  ces  derniers  payements  devant  être  effectué  après  le 
versement  de  la  dernière  annuité  a.  Les  intérêts  sont  composés  et  le 
taux  est  de  r  pour  un  franc  par  an.  On  demande  : 

1»  De  calculer  le  rapport  -?-; 

2e  De  déterminer  la  valeur  que  doit  avoir  le  nombre  n  pour  que  le 

rapport  -?-  ait  une  valeur  déterminée  p; 

l 
3»  D'appliquer  la  formule  au  cas  où  l'on  aurait   r  =  0,025,  P  =  -ô. 

(École  de  Cluny,  concours  de  1887.) 


X.  —  Questions  de  concours  et  d'agrégation. 


1608  Décomposer  une  somme  a  en  deux  parties  telles  que  la  somme 
de  leurs  cubes  divisée  par  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  b. 
—  Discussion.  (Concours  académique  de  Gaen  pour  l'ens.  spéc,  1878.) 

1609.  Trouver  trois  nombres  en  progression  géométrique  connais- 
sant leur  somme  a  et  la  somme  6  de  leurs  carrés.  (Dijon,  concours 
académique  pour  l'ens.  spéc,  1874.) 

1610.  On  pose  sur  un  plan  horizontal  :  1»  un  cône  circulaire  droit 
dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  base;  2*  une  sphère  d'un 
diamètre  égal  à  celui  de  la  base  du  cône.  On  demande  de  couper  ces 
deux  solides  par  un  plan  horizontal,  de  manière  que  la  somme  des 
aires  des  sections  égale  celle  d'un  cercle  de  rayon  donné.  —  Discus- 
sion. (Caen,  concours  académique  pour  l'ens.  spéc,  1879.) 

1611.  On  donne  un  triangle  par  ses  trois  côtés,  et  l'on  demande 
l'expression  du  rapport  de  sa  surface  à  celle  du  triangle  qui  aurait 
pour  sommets  les  pieds  des  bissectrices  des  angles  du  triangle.  (Caen, 
concours  académique  pour  l'ens.  spéc,  1878.) 

1612.  Etant  donnée  l'équation  x*  -|-  px  -f-  q  =  o ,  former  les  équa- 
tions qui  ont  pour  racines  :  1*  les  carres  des  racines  de  la  proposée  ; 
2°  les  inverses  des  racines  de  la  proposée.  Rechercher  quels  doivent 
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être  les  coefficients  de  la  proposée  pour  que  l'équation  qui  admet 
pour  racines  les  carrés  des  racines  de  la  première  ne  diffère  pas  de 
cette  équation.  (Concours  général,  seconde,  1875.) 

1613.  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  donné  R  une  corde  telle  que 
la  somme  de  sa  longueur  et  de  sa  distance  au  centre  soit  égale  à  une 
longueur  donnée  1.  (Concours  général,  seconde,  1882.) 

1614.  On  donne  les  rayons  R  et  r  des  cercles  circonscrit  et  inscrit 
à  un  triangle  isocèle.  Trouver  la  distance  des  centres  des  deux 
cercles,  la  base  et  la  hauteur  du  triangle  isocèle.  (Concours  général, 
seconde,  1884.) 

1615.  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  un  carré;  la  somme  de 
l'apothème  de  cette  pyramide  et  du  côté  de  sa  base  est  égale  à  a; 
enfin  sa  surface  totale  est  m1.  Trouver  le  côté  de  la  base,  la  hauteur 
et  le  volume  de  cette  pyramide.  —  Discussion.  On  appliquera  les  for- 
mules au  cas  où  0  =  5™,  et  m  =  4™.  (Concours  général,  seconde,  1887.) 

1616.  Déterminer  sur  un  diamètre  AB  d'une  sphère  de  rayon  R 
un  point  tel  que  si  l'on  mène  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire 
à  ce  diamètre,  la  surface  de  la  zone  sphérique  limitée  par  le  plan,  et 
contenant  le  point  A,  soit  équivalente  à  la  surface  latérale  du  cône 
qui  a  pour  base  le  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan,  et 
pour  sommet  le  point  B.  Cela  étant,  calculer  le  rapport  du  volume 
de  ce  cône  au  volume  de  la  sphère.  (Concours  général,  rhéto- 
rique, 1878.) 

1617.  Un  tronc  de  cône  est  tel  que  sa  hauteur  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  diamètres  des  bases;  cette  hauteur  étant  donnée, 
calculer  les  rayons  des  bases,  sachant  que  la  surface  totale  du  tronc 
est  équivalente  à  un  cercle  de  rayon  a.  —  Discussion.  (Concours 
général,  rhétorique,  1881.) 

1618.  On  donne  l'équation  du  second  degré  : 

(m  —  l)x*  —  2  [m  —  2)x  —  1m  —  1  =o 
et  l'on  propose  de  déterminer,  suivant  la  grandeur  de  m,  le  nombre 
de  racines  de  cette  équation  comprise  dans  chacun  des  trois  inter- 
valles suivants:  de—  oC  à  —  1  ;  de  —  1    à  +  1  ;  de   +  1   à  +  oC. 
(Concours  général,  philosophie,  1886.) 

1619.  On  donne  une  demi-circonférence  décrite  sur  AB  cnmme  dia- 
mètre. En  un  point  C  de  ce  diamètre  on  élève  une  perpendiculaire 
qui  rencontre  la  demi-circonférence  en  D,  et  l'on  porte  sur  cette  per- 
pendiculaire dans  le  sens  CD  une  longueur  CE  égale  à  AC,  puis 
on  joint  les  poiuts  D  et  E  aux  points  A  et  B.  On  demande  de  déter- 
miner le  point  C  de  façon  que  le  rapport  du  volume  engendré  par  le 
quadrilatère  ADBE,  tournant  autour  de  AB,  à  la  somme  des  volumes 
des  deux  spbères  ayant  pour  diamètres  l'une  AC,  l'autre  CB,  aoit 
égal  à  un  nombre  donné  m.  —  Discuter.  (Concours  général,  philo- 
sophie, 1887.) 

1620.  Étant  données  le  deux  équations  : 

ax  +  by  +  ct  =  o    et    -%r  +  -ç  +  T  =  ° 
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en  déduire  les  rapports  :  —,  —,  -^-  par  des  formules  qui  ne  con- 
tiennent pas  de  radicaux  au  dénominateur.  Chercher  dans  quels  cas 
les  valeurs  de  ces  rapports  sont  réelles.  (Concours  général,  1879.) 

1621.  Déterminer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône, 
connaissant  :  1°  la  hauteur  h  du  tronc;  2°  le  volume  qui  est  équi- 

3 
valent  aux  -r    de  la  sphère  du  diamètre  h;  Z*  la  surface  latérale 

équivalente  à  celle  d'un  cercle  de  rayon  a.  On  ne  considérera  que  les 
troncs  formés  par  des  plans  qui  coupent  les  génératrices  du  même 
côté  du  sommet  et  l'on  indiquera  le  nombre  des  solutions  qui  corres- 
pondent aux  diverses  valeurs  du  rapport  4r- .  (Concours  général,  1878.) 

1622.  Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues: 

x,  (x,  -f  x8  +  xK  +  ...  +  x„)  + 1 . 2(xt  -f-  x,  +  ...  +  xn)'  =  9a* 
x,  (xt  +  xa  +  x4  +  ...  +  xH)  +  2 .  3 (xt  +  x,  + ...  +  x„)*  =  25a* 

xB(x,+a;,  +  x,+...+  xB_1)+n(n+l)(xi+*,+...+x.)»=(2n+l)Sa* 
(Concours  général,  1880.) 

1623.  On  donne  un  cône  circulaire  droit  et  un  point  A  sur  le  plan 
de  la  base.  On  mène  par  ce  point  A  une  droite  rencontrant  la  cir- 
conférence de  base  aux  points  B  et  C.  Quelle  doit  être  la  distance  de 
cette  droite  au  centre  de  la  base  pour  que  le  triangle  SBC  ait  une 
surface  donnée  (S  étant  le  sommet  du  cône)?  (Saint-Cyr,  concours 
du  12  juin  1888.) 

1624.  Étant  donné  un  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c  et  le  péri- 
mètre 2p,  on  trace  le  cercle  inscrit  et  l'on  mène  à  ce  cercle  une  tan- 
gente parallèle  au  côte  a,  ce  qui  détermine  un  triangle  semblable  au 
premier,  dans  lequel  on  trace  le  cercle  inscrit,  puis  une  tangente 
parallèle  au  côté  a,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Connaissant  la 
somme  b  +  c  =  s  et  la  différence  6  —  c  =  d,  le  rapport  du  rayon  de 

l'un  des  cercles  au  rayon  du  cercle  précédent  égale  P  a  ;  on  de- 
mande: 1»  de  démontrer  que  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 
des  surfaces  des  cercles  a  pour  expression,  à  un  facteur  numérique 

près,   v 1± '-;  2°  de  trouver  les  valeurs  de  a  qui  rendent 

cette  expression  maximum  ou  minimum,  «  et  d  restant  constants. 
(École  navale,  concours  de  1886.) 

1625.  De  deux  points  0  et  0'  situés  à  une  distance  00'  =  2a  comme 
centres,  on  trace  deux  circonférences  égales  de  rayon  R.  A  partir  du 
milieu  M  de  00',  on  porte  dan§  le  sens  MO  une  longueur  MA  =  », 
et  au  point  A  on  mène  à  la  circonférence  0  une  corde  BC  perpendi- 
culaire à  00';  on  joint  OB  et  Ion  achève  le  trapèze  isocèle  OBB'O'. 

On  demande  :  1»  De  trouver  l'expression  du  volume  engendré  par 
la  révolution  du  trapèze  OBB'O'  autour  de  00'.  On  examinera  l'in- 
él.  14 
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terprétation  dont  cette  expression  est  susceptible  pour  les  râleurs  né- 
gatives de  x  lorsque  les  deux  circonférences  se  coupent. 

2*  De  trouver  les  valeurs  de  x  qui  correspondent  au  maximum  et 
au  minimum  de  la  fonction  (R  +  a  —  »)(R  —  a  +  x)(a  +  2x). 

3*  De  classer  ces  valeurs  relativement  aux  racines  de  la  fonction 
elle-même  et  de  déduire  de  cette  classification  la  condition  pour  que 
le  volume  engendré  soit  susceptible  d'un  maximum  ou  d'un  mini- 
mum. (École  navale,  concours  du  1"  juin  1887.) 

1626.  Étant  donné  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  et  isocèle,  et  un 
point  D  situé  sur  AB,  par  un  point  I  situé  sur  le  côté  AC,  on  mène 
1E  parallèle  à  AB  et  l'on  joint  ED.  Désignant  par  b  le  côté  AB  =  AG, 
par  x  la  distance  CI  =  IE  et  par  d  la  distance  AD,  on  demande: 
1°  L'expression  du  volume  engendré  par  le  trapèze  A1ED  tournant 
autour  de  AC  ; 

2*  L'interprétation  géométrique  dont  cette  expression  est  suscep- 
tible lorsqu'on  donne  à  x  des  valeurs  négatives  ; 

3*  L'étude  des  variations  du  volume  représenté  par  cette  expression 
quand  le  point  I  se  meut  sur  AC  et  sur  son  prolongement  au  delà 
du  point  C; 

4*  L'étude  du  même  problème  en  supposant  le  point  D  situé  à 
droite  de  B  puis  à  gaucbe  de  A.  (École  navale,  concours  du 
1«  juin  1888.) 

1627.  Trouver,  au  moyen  de  l'identité  de  la  division,  trois  équa- 
tions qui  permettent  de  déterminer  les  coefficients  du  reste  de  la  divi- 
sion d'un  polynôme  entier  f(x)  Par  'e  produit  (x  —  a)  (x —  b)(x  —  c), 
où  a,  b,  c  sont  trois  quantités  distinctes.  Résoudre  et  discuter  ces 
équations  et  en  conclure  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  la  division  se  fasse  exactement.  (École  forestière,  concours  du 
20  juin  1887.) 

1628.  Étant  donné  un  demi-cercle  AB  de  rayon  R,  on  prend  un 
point  P  sur  le  prolongement  du  diamètre  et  l'on  mène  la  tangente 
PC.  Calculer  OP  =  x  tel  que  la  surface  latérale  du  cône  engendré 
par  PC,  lorsque  la  figure  tourne  autour  de  AB,  soit  à  la  surface  de 
la  zone  engendrée  par  l'arc  BG  dans  un  rapport  donné  m.  Le  pro- 
blème est-il  toujours  possible,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  *  m* 
(Agrégation  du  l'ens.  secondaire  des  jeunes  filles,  1885.) 

1629.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  et  sur  Ox  un 
point  A  défini  par  OA  =  a;  on  considère  un  triangle  rectangle  ABC 
dont  le  sommet  de  l'angle  droit  est  en  B  sur  Oy,  l'un  des  deux 
autres  sommets  étant  en  A,  et  l'autre  C  dans  l'angle  xOy.  On  de- 
mande de  calculer  les  deux  côtes  de  l'angle  droit,  sachant  : 

1*  Que  l'aire  du  triangle  est  équivalente  à  celle  du  carré  construit 
sur  OA;  2°  que  le  volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  au- 
tour de  Oy  est  dans  un  rapport  donné  m  avec  celui  d'une  sphère  de 
rayon   OA. 

On  déterminera  entre  quelles  limites  m  doit  être  compris,  et  l'on 
vérifiera  les  valeurs  des  côtés  BA  et  BC  qui  correspondent  aux  va- 
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leurs  extrêmes    m.    (Agrégation  de    l'eus,    secondaire    de    jeunes 
filles,  1887.) 

1630.  Etant  donnée  une  demi-circonférence,  on  propose  de  trouver 
sur  le  diamètre  AB  =  2R  un  point  P  tel  que,  si  l'on  élève  la  perpendi- 
culaire PN  jusqu'à  la  circonférence,  puis  qu'on  mène  la  corde  MN 
parallèle  à  AB,  on  ait:  2AM1  +  PM*  =  m1,  m2  étant  une  quantité 
donnée.  (Certificat  d'aptitude  au  professorat  des  Ecoles  normales, 
1886.) 

1631.  On  donne  le  rayon   R  de  l'une  des  bases  d'un  tronc  de  cône 

circulaire  droit  et  la  hauteur  h  de  ce  tronc.  Calculer  le  rayon  x  de 

l'autre  base,  sachant  que  le  volume  du  tronc  est  au  volume  de  la 

sphère  ayant  pour  diamètre  la  hauteur  h  dans  un  rapport  donné  m 

(m  est  un  nombre  positif).  —  Discussion  par  rapport  à  m.  Que  de- 

7R' 
vient  le  résultat  dans  les  deux  cas  particuliers  suivants  :  m  =  — ^-    et 

m  =  -T-j-.  Construction  graphique  des  valeurs  obtenues.    (Paris, 

brevet  de  l'ens.  spéc,  novembre  1886.) 

1632.  On  donne  deux  droites  indéfinies  OX  et  OY  se  coupant  sous 

un  angle  de  60°;  on  prend  sur  chacune  d'elles,  à  partir  de  0,  des 

distances  égales  0A  =  0B  =  a,  et  l'on  joint  AB.  Tracer  parallèlement 

à  AB  une  droite  CD  telle  que  l'on  ait  :  ÂCa  +  CD*  -f  DB*  =  m».  — 

Discussion  par  rapport  à  m*.  —  Position  de  la  droite  demandée  par 

rapport  à  AB  et  au  point  0.  —  Lorsque  le  problème  est  possible,  on 

trouve  pour  chaque  valeur  de  m*  deux  droites  CD  et  CD'  répondant 

à  la  question.  1°  Exprimer  en  fonction  de  m*  et  de  a  le  volume  V 

engendré  par  la  révolution  du  quadrilatère    CDC'D'   autour  de   la 

bissectrice  de  l'angle   XOY.   2*  Quelle  valeur  faut -il  donner  à   m* 

V       14 
pour  que  l'on  ait:   ^p  =  -s-,    V  représentant  le  volume  du  cône 

V 
équilatéral  de  côté  at  Plus  généralement,  pour  que  -rrr  =  p,  p  étant 

un  nombre  positif  quelconque.  Comme  vérification ,  on  appliquera  la 

14 
formule  trouvée  au  cas  de  p=-^-.   (Certificat  d'aptitude  à  l'ens. 

spéc,  novembre  1886.) 

1633.  Trouver  les  formules  générales  promettant  de  calculer:  1*  le 
nombre,  2*  la  somme,  3*  la  somme  des  carrés,  et  4*  le  produit  des 
diviseurs  d'un  nombre  entier  donné.  (Certificat  d'aptitude  à  l'ens. 
spéc,  4  juillet  1886.) 

1534.  Dans  une  circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  R  on  trace 
deux  diamètres  rectangulaires  AA'  et  BB\ 

I.  Trouver  sur  cette  circonférence  un  point  M  tel  qu'en  appelant  C 
sa  projection  sur  AA'  et  D  sa  projection  sur  BB',  on  ait  la  relation 
AC  =  m.BD,  m  étant  un  nombre  positif  donné.  —  Discussion  par 
rapport  à  m.  Vers  quelle  position  limite  tend  le  point  M  lorsque  m 
augmente  de  manière  à  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné. 
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II.  Pour  chaque  valeur  de  m,  ou  trouvera  deux  points  M  et  M' 
répondant  à  la  question.  1"  Calculer,  en  fonction  de  m  et  de  R  la 
longueur  d  de  la  corde  MM'. 

2'  Calculer  en  fonction  de  m  et  de  R  la  surface  S  du  triangle  MAM'. 

3°  Pour  quelle  valeur  de  m  l'angle  MAM'  vaudra-t-il  60°? 

4°  Quel  est  le  lieu  géométrique  du  milieu  de  la  corde  MM'  (Certi- 
ficat d'aptitude  à  l'ens.  spéc,  4  juillet  1886.) 

1635.  On  donne  une  demi- circonférence  de  rayon  R,  de  centre  0  et 
de  diamètre  AB;  on  mène  OC  perpendiculaire  sur  AB.  Trouver  sur 
cette  demi-circonférence  un  point  M  tel  que  si  l'on  mène  les  perpen- 
diculaires MD  sur  AB  et  MI  sur  OC  et  qu'on  joigne  AM,  le  rapport 
des  volumes  engendrés  par  le  rectangle  ODM1  et  par  le  segment  de 
cercle  ACM,  quand  la  figure  tourne  autour  de  AB,  soit  égal  à  un 
nombre  donné  m.  —  Discussion  par  rapport  à  m.  —  Y  a-t-il  des  cas 
où  deux  points  M  et  M'  répondent  à  la  question?  Trouver  alors  quelle 
valeur  il  faut  donner  à  m  pour  que  le  secteur  de  cercle  MO  M'  en- 
gendre un  volume  égal  à  p  fois  celui  de  la  sphère  du  rayon  R.  Entre 

quelles  limites  peut  varier  pt  — Application:  p—  -«■,  p  =  -r.  (Cer- 
tificat d'aptitude  pour  l'ens.  spéc.,  novembre  1887.) 

1636.  On  donne  une  demi -circonférence  de  diamètre  AB  =  2R. 
1»  Trouver  sur  ce  diamètre  un  point  C  tel  qu'en  menant  la  perpendi- 
culaire CE  et  joignant  BE,  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de 
AB,  le  rapport  du  volume  du  cône  EBF  au  volume  du  segment  sphé- 
rique  EAF  soit  égal  à  2m,  m  étant  un  nombre  positif  donné. 

2°  Déterminer  le  point  C  par  la  condition  que  le  rapport  de  la  sur- 
face latérale  du  cône  EBF  à  la  surface  de  la  zone  EAF  soit  égale 
à  ^2m,  m  étant  le  même  nombre  que  précédemment. 

3*  Calculer  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles  on  obtiendrait  dans 
les  deux  cas  donnés  le  même  point  C,  et  indiquer  la  position  de  ce 
point  C  par  rapport  aux  points  A,  0,  B.  (Certificat  d'aptitude  à 
l'ens.  spéc,  juillet  1887.) 

1637.  On  donne  la  base  BC  =  a  d'un  triangle  isocèle  ABC,  et  on 
propose  de  calculer  les  côtés  égaux  AB  =*  AC  =  x  sachant  que,  entre 
la  surface  S  du  triangle  ABC  et  la  surface  St  du  triangle  obtenu  en 
joignant  les  pieds  des  hauteurs  abaissées  des  sommets  sur  les  côtés 

opposés,  on  a  la  relation  -^r  =  m.  —  Discussion  par  rapport  à  m. 

Pour  certaines  valeurs  de  m,  il  y  a  deux  triangles  qui  répondent 
à  l'équation;  on  les  fait  tourner  autour  de  la  perpendiculaire  indéfinie 
élevée  au  milieu  du  côté  a  et  Ton  obtient  ainsi  deux  cônes  dont  les 
surfaces  latérales  sont  S'  et  S".  Calculer,  sans  résoudre  l'équation 
qui  donne  la  valeur  de  x,  la  quantité  s  =  S'  +  S''.  Quelle  valeur 
faut-il  donner  à  m  pour  que  le  rapport  de  S'  +  S"  à  l'aire  du  cercle 
ayant  pour  diamètre  a  soit  égal  à  un  nombre  donné  p  ?  —  Discussion 
par  rapport  à  p. 

Application  numérique  :  p  =  6,  a  =  2,  calculer  ».  (Certificat  d'ap- 
titude à  l'ens.  spéc,  3  juillet  1888.) 
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1638.  On  considère  un  quadrilatère  couvexe  ABCD,  le  centre  de 
gravité  G  de  sa  surface  et  le  point  de  rencontre  0  de  ses  diagonales. 
Soient  a,  b,  c,  d  les  aires  respectives  des  triangles  GAB,  GBC, 
GCD,  GDA,  et  a',  b',  d,  d!  celles  des  triangles  AOB,  OBC,  OGD, 
ODA. 

1*  Démontrer  que  la  surface  S  du  quadrilatère  est  exprimée  par  le 
binôme  S  =  3a  +  d  ou  par  les  binômes  analogues. 

2°  Trouver  la  relation  qui  lie  les  quatre  surfaces  a',  b',  c',  d',  puis 
celle  qui  lie  les  surfaces  a,  b,  c,  d. 

3°  Résoudre  le  quadrilatère  sachant  que  les  distances  du  centre  de 

gravité  aux  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  sont  respectivement  (en  mètres) 

8  7  10  7 

«  =  -s-r,  p  =  ^ ,   y=a-5-r,  5  =  -tf,  ôt  sachant  en  outre  que  l'on 

a  (en  mètres  carrés)  a  +  6  =  5r,  b  +  c  =  4r,  c  +  d  =  br,  d  +  a  =  5r, 
où  r  désigne  la  racine  positive  de  l'équation:  44œJ  +  16x — 1=0. 
(Agrégation  de  l'ens.  spéc,  concours  de  1887.) 

1639.  On  donne  le  côté  a  d'un  triangle  ABC,  la  somme  l  des  deux 
autres  côtés,  la  somme  /c1  des  bissectrices,  soit  des  angles  intérieurs 
adjacents  au  côté  a,  soit  des  angles  extérieurs  adjacents  au  même 
côté,  et  l'on  demande  de  calculer  les  deux  autres  côtés  6  et  c.  On 
examinera  le  cas  particulier  où  i  =  4a,  et  dans  ce  cas  on  discutera 
complètement  les  deux  problèmes  en  laissant  a  fixe  et  faisant  varier  /c3. 
(Concours  d'agrégation,  1880.) 

1640.  Trouver  la  hauteur  AB  et  les  bases  AD  et  BC  d'un  trapèze 
rectangle,  connaissant  la  longueur  l  du  côté  oblique  CD,  l'aire  a2  du 

4 
trapèze ,  et  le  volume  -g-  rc6*  engendré  par  la  révolution  de  la  figure 

autour  de  CD.  —  Discuter.  —  Maximum  et  minimum  de  6'.  —  Cas 
particuliers:   l—a,    l=Za,   (Concours  d'agrégation,  1883.) 


33U77.  —  Toure,  impr.  Marne. 
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